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本 书 是 作者 从 1982 年 起 ， 在 内 蒙古 大 学 数学 系 为 研究 
生 和 本 科 高 年 级 生 开设 铬 论 选课 时 编写 讲义 的 基础 上 修订 而 
成 的 . 这 是 一 本 人 门 书 ， 因 而 取材 都 是 最 基本 的 . 

在 我 国 ， 这 样 一 本 格 论 和 人 门 书 ， 似 乎 早 就 应 该 有 了 ， 但 
是 事实 却 并 不 这 样 。 格 论 作 为 一 个 数学 分 支 (更 确切 说 是 抽 
象 代数 的 一 个 分 支 )， 是 在 三 十 年 代 莫 定 基础 的 。 它 的 标志 
就 是 写 于 1937--39 年 的 Garrett Birkhoff 的 巨著 《Lattice 
Theory》 在 1940 年 的 出 版 问世 ， 这 个 新 的 数学 理论 一 经 确 
立 , 它 的 发 展 是 极为 迅速 的 ， 仅 八 年 之 后 ， 即 1948 年 ， 
《Lattice Theory》 刊 出 了 它 的 第 二 版 ， 仅 就 其 篇 幅 而 言 ， 
差不多 就 比 第 一 版 增加 了 一 倍 ， Re 
着 何等 旺盛 的 生命 力 了 , 

一 个 有 趣 的 事实 是 ， 该 书 第 二 版 回 攻 不 久 ， 新 中 国 成 立 
之 初 的 1951 年 ， 我 国 龙 门 书店 就 影印 出 版 了 这 本 名 著 ， 但 
意外 的 是 ， 这 次 影印 发 行 似乎 在 国内 并 没有 产生 多 大 影响 . 
就 作者 所 知 ， 整 个 五 十 年 代 在 我 国 几乎 没有 人 在 格 论 方面 进 
行 过 工作 (至少 就 已 发 表 著作 来 看 )。 唯 一 的 例外 是 北 师 大 
的 王 世 强 先生 。 他 在 同 余 关 系 方面 做 过 很 好 的 工作 。 但 他 很 
可 能 是 从 数理 逻辑 的 角度 接近 了 这 些 问题 因而 不 是 一 个 持续 
的 格 论 工作 者 ， 向 国内 做 格 论 介绍 的 还 有 关 芗 直 先 生 . 
著作 《拓扑 空间 概论 》 中 曾 撰写 了 一 章 讲 拓扑 格 《 他 把 它 
od atid 
出 版 了 两 本 有 关 格 论 的 书 。 一 本 是 杨 宗 换 先生 的 《 半 序 空间 
引 论 》。 书 中 讨论 了 半 序 群 、 格 群 和 有 关 论题 .但 杨 先生 的 
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着 眼 点 是 泛 函 分 析 ， 而 不 在 格 论 本 身 ， 另 一 本 确 是 格 论 专 
书 ， 书 名 就 叫 《 格 论 》。 但 这 是 一 本 译 著 ， 作 者 是 日 本 的 中 
山 正 ， 由 河北 大 学 的 董 克 诚 先生 翻译 介绍 的 。 此 后 就 是 大 家 
知道 的 十 年 动乱 了 . 不管 怎 样 ， 似 乎 直到 文化 大 革命 以 后 ， 
我 国学 者 才 又 开始 关注 格 论 这 一 值得 重视 的 数学 理论 。 这 距 
离 龙 门 书店 在 我 国 影印 发 行 《Lattice Theory》 (第 二 版 ) 差 
不 多 已 过 去 了 三 十 年 ， 

按 本 书 作者 的 浅见 ， 我 国学 者 再 次 关注 格 的 理论 ， 很 可 
能 与 模糊 数学 在 全 世界 的 崛起 有 关 ， 当然 与 五 十 年 代 以 来 格 
论 本 身 的 飞速 发 展 也 大 有 关系 。 近 年 来 ， 从 不 同 角度 出 发 对 
格 论 及 有 关 领 域 进 行 的 研究 工作 已 在 我 国 逐 步 开 展 。 我 们 内 
蒙古 大 学 数学 系 的 几 个 同志 正 是 这 个 新 的 学 术 队 伍 中 的 几 个 
小 兵 。 我 们 希望 在 与 全 国 同志 们 一 一 起 开展 格 论 的 学 习 和 研究 
中 贡献 我 们 的 一 点 微薄 的 力量 。 

鉴于 在 我 国 至 今 还 没有 一 本 国人 编写 的 格 论 的 著作 ， 也 
由 于 中 山 正 的 书 ( 原 书 在 日 本 成 书 于 五 十 年 代 初 ) 已 远 不 能 
反映 今天 格 论 大 大 发 展 了 的 面 弧 ， 作 者 在 内 蓝 古 大 学 出 版 社 
同志 们 的 鼓励 下 ， 把 这 本 讲义 整理 成 篇 ， 呈 献 在 读者 的 面 
前 ， 我 们 希望 通过 这 本 人 门 书 有 更 多 的 、 特 别 是 年 轻 的 同志 
能 和 格 论 交 上 朋友 .我 们 也 毫 不 迟疑 地 相信 ， 对 于 在 数学 其 


“ 它 领 域 从 事 工作 的 同志 也 不 会 毫 无 收益 ， 如 果 他 愿意 花 点 时 


间 来 浏览 一 下 本 书 内 容 的 话 。 由 于 作者 水 平 所 限 ， 本 书 中 定 
有 考 虞 不 周 、 甚 至 发 生 错误 的 地 方 ， 希 望海 内 学 人 ， 不 音 赐 


教 。 

本 书 的 编写 深 受 G.Gratzer 1978 年 出 版 的 名 著 《Gen- 
eral Lattice Theory》 的 影响 ， 首 先 我 们 采用 了 他 的 重要 观 
点 ; 只 对 格 的 一 般 理论 基础 进行 分 析 ， 作 者 认为 ， 对 于 一 本 


iv 


入 门 书 这 样 做 生怕 尤 其 合适 。 本 书 大 部 分 取材 于 该 书 ， 全 部 
内 容 则 来 自 书后 所 附 的 参考 文献 。 我 们 只 在 很 少 的 地 方 〈 例 
如 关于 自由 格 的 存在 证 明 ) 提出 过 稍 不 同 于 一 般 的 自己 的 处 
理 方法 . 

- 本 书 使 用 了 缩写 符号 = 和 人 台 .A 二 B 的 者 

思 是 从 A 可 以 推出 B; A 台 B 则 是 说 在 逻 缉 上 A 和 了 是 
等 价 的 。 在 引述 前 文 时， 词语 “定理 5” 指 的 是 本 节 中 的 定 
理 $ “定理 3.5” 则 说 的 是 本 章 第 三 节 中 的 定理 5; 而 
“定义 荆 .1.14” 则 更 进一步 是 第 二 章 第 一 节 中 的 定义 14。 为 
清楚 计 ， 我 们 在 每 一 次 证 明 的 末尾 加 注 符 号 】 以 示 论 证 结 
束 ， 
”在 本 书 编写 的 过 程 中 ， 数 学 系 同仁 赵 葵 鬼 教授 和 王 大 彬 
讲师 曾 审阅 手稿 并 提出 过 重要 的 修改 建议 ， 刘 满 、 李 文 义 、 
高 启 、 杜 清 受 、 石 琳 和 张 昆 龙 等 同学 也 提出 过 许多 意见 ， 使 
本 书 玖 漏 之 处 得 以 大 量 减少 ， 对 于 这 些 诚挚 的 帮助 ， 作 者 深 
为 感动 并 在 此 致谢 .还 要 特别 对 内 蒙古 大 学 出 版 社 的 同志 们 
表示 深切 的 谢意 。 在 当前 学 术 著作 出 版 难 的 异常 环境 下 ， 本 
书 虽 然 还 算 不 上 是 学 术 专著 ， 但 因 涉及 较 专门 的 学 术 领 域 ， 
也 肯定 是 “赔钱 货 "。 内 大 出 版 社 以 扶植 学 术 研 究 弘 扬 科学 教 
育 为 己任 ， 般 然 出 版 本 书 ， 这 愁 怕 不 只 应 由 作者 一 人 在 此 来 
深 致谢 忱 了. 


一 九 八 八 年 十 月 于 呼和浩特 
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第 一 章 。 基本 概念 


§ 1.。 偏 序 集 


非 空 集 P 上 的 一 个 二 元 关系 p < PxP 称 为 一 个 偏 序 ， 
恕 果 对 一 切 元 a,b,c eP 都 有 
(P1) ape ( 自 反 性 ), 
(P2) apb 又 bpa = 二 a=b( 反 对 称 性 ),。 
(P3) apb 又 bpc = apc( 传 递 性 )， 
定义 1。 非 空 集 P 连同 P 上 定义 的 一 个 偏 序 关 系 p 构 
巾 一 个 序 结 梅 (P,p), 称 为 一 个 偏 序 集 
篇 序 集 在 数学 中 大 量 出 现 ,以 下 是 几 个 例子 : 
锅 4 民 是 实数 集 ， p= < 是 普通 的 顺序 关系 ，(P,p) = 
保 ,<) 是 一 个 偏 序 集 . 
例 2. P=P(X) 是 集 X 的 知 集 , p=S 或 三 是 X 的 
子 集 的 包含 关系 ,(P(X),S ) 和 (P(X),= ) 都 是 偏 序 集 . 
例 3，P= 有 N 是 自然 数 集 \p = | 是 整除 关系 , 即 ab s N 
时 ,a | b 的 意思 是 a 整除 b， (NN, | ) 是 偏 序 集 . 
例 4， 对 于 一 个 群 G, 设 P=fH|HsG 是 G 的 子 
群 }，p = SS 是 集 包含 关系 .，. 
例 5， 对 于 环 R,P={I | TcR 是 R 的 理想 },p= cS 也 是 
集 包 含 关系 . 
例 6，P 是 三 维 欧 氏 空间 中 全 部 点 、 直 线 和 平面 作成 的 
集 ,a,b s P 时 ,apb 的 意思 是 a 在 b 上 . 


下 面 是 一 个 非 疾 学 的 秽 . 

例 7. . 设 P 是 一 个 特定 的 人 群 ,a,be P 时 ,apb 的 意思 
是 : 或 者 ab 是 同一 个 人 ,或 者 a 是 b 的 后 代 ， 很 明显 ,这 里 
(P,p) 也 作成 一 个 偏 序 集 . 

从 以 上 例子 可 以 看 出 : (iD 偏 序 集 是 一 种 广 这 存在 的 数学 
结构 ;(it) 偏 序 集 包含 两 个 要 素 ,一 个 非 空 集 P 和 P 上 定义 的 一 
个 偏 序 关系 p.。 两 者 缺 一 不 可 . 如 例 2 所 示 , 在 同一 个 集 
P=P(X) 上 ,由 于 p=s 和 p== 的 不 同 ,我 们 得 到 两 个 
不 同 的 偏 序 集 ， 例 1 中 取 p= > 或 例 3 中 取 p= 和 或 p= > 
都 得 到 另外 的 偏 序 集 ;(ii) 偏 序 集中 并 非 任意 两 元 间 都 有 关系 
p, 如 例 2 中 并 非 X 的 任意 两 个 子 集 S 和 下 间 总 有 SsT 或 

TS 的 关系 ， 例 3 中 元 3 与 5 间 也 没有 整除 关系 ,我 们 既 
没有 3 | 5, 更 没有 5 | 3， 

今后 我 们 把 偏 序 集中 有 偏 序 关系 的 两 个 元 称 为 是 可 比 

否则 是 不 可 比 的 ， 例 3 中 ,3 与 5 不 可 比 ,但 3 与 6 可 比 
， 例 6 中 ,任意 两 个 不 同 点 ,两 条 不 同 直线 或 两 个 不 同 平面 都 
不 可 比 . 

下 面 两 种 极端 情况 都 是 重要 的 . 

定义 2。 如 果 偏 序 集 (P,p) 还 满足 条 件 

(P4) 对 一 切 ab e P, 总 有 apb 或 bpa( 线 性 )， 

则 我 们 称 (P,p) 是 一 个 全 序 集 ,也 称 为 一 个 链 . -这 时 , 序 关 系 p 
称 为 p 上 的 一 个 全 序 . 

如 果 (P,p) 中 任意 两 元 均 不 可 比 , 则 (P,p) 称 为 是 无 序 的 . 
无 序 的 偏 序 集 实际 上 就 是 一 个 普通 的 非 空 集 ， 这 时 , 偏 序 p 
无 实际 意义 . ， 

例 1 中 的 ( 展 ,<) 是 全 序 集 的 例 ， 有理数 集 @Q, 整 数 集 乙 
或 自然 数 集 N, 当 p 取 作 < 或 > 时 都 作成 全 序 集 . 

~ 入 一 


今后 我 们 将 永远 把 偏 序 集 (P, p) 中 的 偏 序 关系 p 改写 成 
和 ,并 借用 习惯 用 语 把 它 读 作 “小 于 (或 ) 等 于 "， 但 我 们 应 注 
意 这 只 是 一 种 符号 的 使 用 ， 对 于 一 个 偏 序 集 (P,<), 偏 序 关 
系 < 的 实际 含义 是 什么 是 要 根据 具体 讨论 的 问题 来 定 的 . 
如 果 (P,<) 是 例 1 中 的 偏 序 集 , 则 这 里 的 < 正好 是 比较 实数 大 
小 的 小 于 (或 ) 等 于 关系 . 但 如 果 (P,< ) 是 例 2 中 的 偏 序 集 , 则 
这 时 < = & 或 三 就 是 完全 不 同 的 东西 .但 我 们 同意 , 即 
使 这 时 我 们 也 把 它 读 作 “小 于 (或 ) 等 于 ”. 

当 偏 序 关 系 采用 了 比较 实数 大 小 的 符号 < 之 后 ,我 们 就 
可 以 在 偏 序 集中 也 引进 实数 系 中 常用 的 符号 < ,>,> ,以 及 
全 ， 什 等 等 。 我们 规定 ab eP 时 ,a <b 的 含义 是 a<b 但 a 
才 b, 并 且 也 读 作 “a 小 于 b”".， 当 a<b 时 ,我 们 也 可 以 改写 成 
b>a, 读 作 “b 大 于 (或 ) 等 于 a"， 类似 地 ,a>b 的 意思 是 a>b 
但 a 大 b( 读 作 “a 大 于 b?)，a< 失 b 或 a 辕 b 等 符号 的 含义 都 
是 容易 理解 的 ， 

我 们 把 偏 序 关系 p 改写 成 < 并 不 会 引起 混乱 .， 相反 地 ， 
它 有 其 方便 处 . 从 上 面 所 说 的 我 们 可 以 借用 < ,> ,> 等 习 用 
符号 已 经 可 以 看 到 ,而 且 今 后 我 们 还 会 看 到 更 多 的 方便 之 处 
。 我们 需要 注意 的 只 是 , 绝 不 要 把 它 与 普通 数 系 中 的 顺序 关 
系 混淆 起 来 , 记 住 它 对 每 个 具体 的 偏 序 集 都 有 其 特定 含义 就 
是 了 . 相信 读者 会 很 快 熟 习 这 个 用 法 并 感受 到 它 的 方便 之 
处 的 . 

现在 设 (P,<) 为 一 偏 序 集 ， 很 明显 ,二 元 关系 > 也 是 P 
上 的 一 个 偏 序 关系 . 因此 ,(P,>) 也 作成 一 个 偏 序 集 ， 事实 
上 ,对 于 >,(P1)(P2) 显 然 成 立 ， 如 有 abjce Piaz>b 又 b>c， 
则 按 > 的 定义 有 c<b,b<a 从 而 由 < 的 传递 性 知道 有 c< a， 
即 有 a>c, 故 对 > (P3) 也 成 立 . 
一 3 一 


定义 3、 设 (P,< ) 为 一 偏 序 集 , 对 P 规定 一 个 新 的 二 元 关 

系 <| 如 下 : 对 一 切 ab sP 

a<ib 台 bx<sa 
则 < ;为 一 偏 序 关 系 (实际 上 它 就 是 >). 偏 序 集 (P, < 1)(= (P， 
>)) 称 为 偏 序 集 (P,< ) 的 对 偶 ( 偏 序 集 ). 

很 明显 ,上 述 对 侦 关 系 是 相互 的 当 (P,< |) 是 (P,<) 的 对 
偶 时 ,(P, 和 <) 也 是 (P,< 1) 的 对 偶 ， 就 是 说 , 偏 序 集 (P,<) 与 (P， 
>) 互 为 对 偶 . 

现在 ,假设 我 们 有 一 个 关于 偏 序 集 的 命题 A. 如 果 我 们 
把 A 中 出 现 的 一 切 < 和 > 互 换 , 我 们 得 到 另 一 个 命题 称 
为 A 的 对 偶 命 题 . 例如 命题 <a<b 又 a<c" 的 对 偶 命 题 是 
“azb 又 azc"， 关 于 偏 序 集 有 以 下 重要 原则 成 立 : 

关于 偏 序 集 的 对 偶 原 则 . 如 果 命题 A 对 一 切 偏 序 集成 
立 , 则 A 的 对 偶 命 题 也 对 一 切 偏 序 集成 立 . 

这 个 原则 正确 ,是 因为 每 个 偏 序 集 都 是 它 的 对 偶 的 对 偶 ， 
而 一 个 命题 对 一 个 偏 序 集成 立 的 充 要 条 件 是 对 偶 命 题 对 对 偶 
偏 序 集成 立 . 

今后 我 们 常 把 (P,<) 简 记 为 P、 这 一 般 不 至 引起 混乱 . 
当 我 们 说 P 是 一 个 偏 序 集 时 ,我 们 知道 ,这 时 P 上 是 有 一 个 记 
作 < 的 偏 序 关系 的 . 

现在 设 P = (P,<) 是 一 个 偏 序 集 ,a,b sP 并 有 a<b. 
如 果 P 中 不 再 有 元 c 能 使 a<c<b, 则 我 们 说 元 a 被 元 b 复 
蓝 , 或 者 说 b 复 盖 a, 并 记 作 

a<b 或 b>a. 

以 上 称谓 来 自 偏 序 集 的 一 种 图 示 法 . 我 们 可 以 用 一 个 
称 为 Hasse 图 的 几何 图 形 来 示意 偏 序 集 的 序 结构 。 在 纸 上 
用 一 个 小 贺 图 代表 偏 序 集中 的 一 个 元 ， 当 a<b 时 ,我 们 把 
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代表 上 b 的 圆 图 画 存 代表 a 的 圆 瞻 之 上 .， 当 a<b 时 ,用 一 个 
线段 把 它们 连接 起 来 . 于 是 每 一 对 可 比 元 间 ( 即 代表 它们 的 
小 国 蜂 间 ) 都 有 一 条 从 上 到 下 或 从 下 到 上 的 折线 连接 它们 ,而 
不 可 比 的 元 间 则 不 存在 这 种 折线 . 这 种 图 就 是 偏 序 集 的 
Hassc 图 . 它 非常 形象 地 显示 出 偏 序 集 的 许多 性 质 ， 特别 
当 偏 序 集 只 有 有 限 个 元 时 ( 称 为 有 限 偏 序 集 ), 差 不 多 可 以 一 上 
了 然 、 上 面 是 两 个 Hassc 图 的 例子 . 


(a). (NY 四 1 


Hasse 网 


现在 来 考虑 偏 序 集 P=(P,<) 的 子 集 S， 元 aeP 称 为 S 
的 一 个 上 界 , 如 果 对 一 切 xs S 都 位 x<a， 如 果 还 有 a s S, 则 
a 是 S 的 最 大 元 ， 很 明显 , 当 S 有 最 大 元 时 , 它 只 有 一 个 。 对 
一 个 元 be S, 如 果 S 中 没有 元 x 能 使 x>b, 则 b 称 为 S 的 一 
个 极 大 元 .图 1 例 (a) 中 , 妆 S= {1,2w… ,12} 时 ,元 
7,8,9,10,11,12 都 是 它 的 极 大 元 ,但 S 没有 最 大 元 、 一 般 说 来 ， 
偏 序 集 的 极 大 元 不 唯一 最 大 抑 显 然 是 极 大 元 ,但 反 过 来 不 
对 ， 其 至 在 只 有 了 唯一 极 大 元 时 , 它 也 未 必 就 是 最 大 元 ， 图 2 
中 的 偏 序 集 就 是 一 例 .( 色 2 见 上 页) 
类 似 地 ,我 们 可 以 定义 和子 集 S 的 下 界 ,最 小 元 和 极 小 元 . 
设 偏 序 集 P=(P,<) 的 子 集 S 有 上 上 界 ,如 果 上 界 集 作为 了 
re 


的 子 集 有 最 小 元 , 则 这 个 最 小 上 界 称 为 $ 的 上 确 界 , 记 作 
Sup S 或 VS， 类 似 地 ,S 的 二 大 下 洽 ( 妇 果 有 的 话 ) 称 为 S 的 
下 确 界 , 记 作 Inf S 或 人 S. 


1 
上 
! 


的 2 


注意 在 上 述 上 下 确 界 的 定义 中 ,我 们 并 没有 排斥 作为 P 
的 子 集 的 空 集 @， 对 这 个 特殊 子 集 ®, 显 然 任何 元 aeP 都 
， 是 它 的 上 界 ,因为 @ 中 没有 任何 元 X 不 满足 条 件 x<a( 中 实 
上 @ 中 根本 没有 任何 元 )， 因 此 ,P 本 身 是 子 集 的 上 界 集 
.从 而 ,上 确 界 Sup = VG@ 存在 的 充 要 条 件 是 P 有 最 小 
元 ， 并 且 这 时 Sup @= Vg 就 是 这 个 最 小 元 、 同样 ,inf = 
人 d@ 存在 的 充 要 条 件 是 P 了 有 墩 大 元 ,并 且 Inf @= 人 @ 就 是 
这 个 最 大 元 ,如 果 它 存在 的 话 . 如 果 偏 序 集 P 既 有 最 大 元 ( 设 
为 vw) 又 有 最 小 元 ( 设 为 u), 则 对 一 切 xsP 有 uxsxgsv， 这 时 
偏 序 集 P 称 为 是 有 界 的 、 很 明显 ,vy 和 4 这 时 分 别 是 P 的 唯 
一 上 界 和 唯一 下 界 . 

定理 4。 如 果 偏 序 集 P = (P,<) 的 任何 子 集 都 有 上 确 界 ， 
则 它 的 任何 子 集 也 必 有 下 确 界 . 反之 亦 然 . 

证 明 . 设 SsP 是 P 的 任 一 子 集 ， 考虑 子 集 

S.=fxsPlx 是 S 的 下 界 ?. 

按 假 设 a= Sup S, 存 在 .由 S. 的 定义 知道 ,每 个 se S 都 是 
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S,. 的 上 界 , 故 有 a=Sup S.<s, 这 说 明 asS., 就 是 说 a 是 S， 
中 的 最 大 元 ,也 就 是 a=Inf S.】 
设 Pi= (P14,< 0) 和 和 P;= (P< 2) 起 黄 个 偏 序 集 ， 映射 9: 
Pi 一 P, 称 为 一 个 保 序 映 射 ,如 果 对 一 团 a,b e Pi 者 有 
| a<ib = bp(a) 和 20(b). 
9 称 为 一 个 同 构 ( 了 映射 ), 如 果 9 是 一 个 满 的 单 射 ( 即 在 上 的 一 
一 映射 ) 并 且 对 一 切 ab se Pl 有 
agib 台 bg(a) 和 0(b)， 
当 P,P; 间 存 在 回 构 (映射 ) 时 ,我 们 说 偏 序 集 Pl 和 偏 征 集 P， 
同 构 , 记 作 Pi 兰 P;， 很 明显 ,这 时 逆 了 映射 o” 存在 ,并 且 是 从 P: 
到 P| 的 同 构 (映射 )， 回 构 映射 当然 是 保 序 的 . 
很 明显 ,有 相同 Hassc 图 的 偏 序 集 是 同 构 的 ,但 反之 不 然 
因为 一 个 Hasse 图 可 以 有 许多 等 价 变 形 ， 例如 下 图 所 示 
的 两 个 Hasse | 色 豆 达 的 是 思 一 个 偏 序 集 : 


网 3 


对 于 偏 序 集 P,= (Pu< 1!) 和! P,= (P2,<<2), 如 果 映 射 9: Pi 
一 P, 满足 条 件 :对 一 切 ab e Pl 有 
a<ib 一 9p(a)>29(b), . 
则 9 称 为 一 个 逆序 映射 。 如 果 o 是 一 个 双 射 ( 凤 满 的 单 射 ) 
并 且 对 一 切 a,b s Pl 有 
到 全 :过 


a<ib © g(a)>z9(b)， 
则 9 称 为 一 个 逆 同 构 (映射 )， 这 时 我 们 说 P| 和 P, 是 逆 同 构 
的 ， 很 明显 , 偏 序 集 和 它 的 对 偶 是 逆 问 构 的 , 恒 等 映 射 就 是 所 
要 的 逆 同 构 映 射 ， 逆 同 构 偏 序 集 的 Hassc 图 是 原 偏 序 集 的 
”Hassc 图 的 倒置 . 


$ 2， 格 的 定义 


一 类 特别 重要 的 偏 序 集 是 格 ,其 定义 如 下 :、 

定义 1 偏 序 集 L= (L,<) 称 为 格 ,如 果 对 任意 两 个 元 
a,b 6 L,Supfa,b} 和 inffa,b} 都 存在 . 

今后 我 们 分 别 把 Supfa,b} 和 Inffa,b} 记 作 aVvb 和 a 和 信 b， 
并 读 作 a,b 的 并 和 a,b 的 交 . 因此, 所谓 格 ,就 是 一 个 其 中 作 
意 二 元 都 有 并 和 交 存在 的 偏 序 集 . 

我 们 来 看 一 下 8$ 1 中 所 举 的 偏 序 集 的 例 中 右 闭 些 是 格 ? 

例 1.~( 民 ,<) 是 格 ,对 任意 a,b ec 民 右 aVb= Max{a,b}， 
aN\b=Minfa,b}. 

例 2. (P(X), 53 是 格 ,对 任意 ab e P(X)，aVb= av b， 
a 人 b=anb 正好 起 集合 论 的 并 和 交 .， (P(X), 三 ) 是 (P(X),) 
的 对 偶 , 也 是 格 . 

例 3，(N, | ) 是 格 ,对 abs 了 Nav=fablaAb=(ab) 
分 别 是 自然 数 ab 的 最 小 公 倍数 各 级 大 公约 数 . 

例 4、 例 5 都 是 格 ， avVb 分 别 是 au 9 生成 的 子 群 和 过 
查 ,aAb=anhb. 

例 6 不 是 格 . 因为 两 个 不 辐 点 无 下 浴 , 岗 个 不 同 宣 起 计 
上 界 ， 但 我 们 可 以 在 已 上 添 吉 两 个 元 使 之 成 为 格 添加 一 
个 最 小 元 0, 算 作 它 是 在 任何 点 、 直 线 利平 面 上 ;再 添加 一 个 
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最 大 元 1, 算 作 一 切 点 、 直 线 、 平 面 连同 0 都 在 1 上 . 这 
样 ，P,=Pu {0,1} 作 成 一 个 格 . 

例 7 这 个 非 数 字 的 例 也 不 构成 格 ,因为 一 般 说 来 ,并 非 任 
何 两 个 人 都 有 共同 的 祖先 或 后 代 . 

按 定义 ,在 焙 L=(L,<) 中 ,对 任意 岗 元 a,bz LL 都 有 aVb 
2L 和 a 和 beL， 于 是 V 和 入 就 可 以 看 成 是 L 上 的 两 
个 二 元 运算 . 我 们 证 明 有 以 下 事实 : 

定理 2， 在 格 L=(L,<) 中 ,运算 V 和 和 ^ 满足 以 下 条 
件 : 

(L1) ava=a，aAa=a ( 托 等 律 )， 
(L2) avb=bVva，aAb=bAa (交换 律 )， 
(L3) (avVb)vc=aVv(bVvo), 
(aAb)Ac=aA(bAc) (结合 律 )， 
(L4) av(aAb)=a，aA(avb)=a (吸收 律 ) 
这 里 abce 工 是 工 的 任意 三 个 元 . 

证 明 。 (LD,(L2) 和 (L4) 明 显 成 立 ， 我 们 来 证 明 第 一 个 
结合 律 ， 令 x=avby=xvcz=bvcw=aVz' 我 们 要 证 的 
是 y= w， 按 定义 有 x<yc<y 又 a<xb<x.， 根据 (P3) 有 
abc < y 从 而 z=bvc<yw=aVz<sy， 辣 理 有 y<w, 即 
y= w 而 第 一 个 结合 律 成 立 ， 关于 运算 入 的 结合 律 可 以 类 似 
地 证 明 .，】 | 

以 上 讨论 提示 我 们 可 以 给 客 下 另 一 个 定义 ,作为 有 两 个 
二 元 运算 的 代数 (所 谓 (2,2) 型 代数 ) 的 定义 . 

定义 3， 非 空 (2.2) 型 代数 L=(L;V ,A ) 称 为 格 . 如 果 
运算 V 和 入 满足 条 件 (L1)-(L4). 

根据 定理 1, 原 来 定义 下 的 格 L=(L;<) 一 定 是 新 定义 下 
的 格 工 =(L;V ,入 ), 只 要 对 一 切 a,b e 工 取 
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(*) avb=Supfabl，aAb=Inffaby 
就 全， 现在 我 们 证 明 新 定义 下 的 格 L=(L;V ,和信 ) 也 一 定 是 
人 来 偏 序 集 意义 下 的 格 . 为 此 ,我 们 先 指 出 格 L=(L;v ,和信 ) 中 
总 有 (对 一 切 ab .LL) 
a=aVb 合 b=aAb 

事实 上 ,a=aVb = aAb=(avb)Ab=bAbva)=b, 义 
b=aAb = 二 aVb=aV(a 信 b)=a. 利用 这 个 等 价 关系 可 以 
用 VvV 和 人 入 在 LL 中 定义 一 个 序 关 系 < 如 下 : 

(§$) agb ©H a=aAb fH b=aVb, (a,bs 1) 
不 难 证 明 ,这 个 二 元 关系 < 是 上 的 仿 厅 大 系 . 

(P1) 显 然 成 立 , 如 同时 有 agb 和 bxa, 则 a=a 人 b=b 信 
a=b, 故 (P2) 成 立 ， 当 a<b 义 bs<c 时 ,有 a=aAbb=bAc 
从 而 a=a 人 人 (bAc)=(a 八 b) 和 c=a 信 c, 凤 agc, 故 (P3) 也 成 立 
， 于 是 L=(L;<) 作 成 一 个 偏 序 集 ， 现 在 我 们 证 明 对 任意 
abz 工 有 . 

(+*) Sup{a,b} =aVb, Inf{fa,b}=a 信 b. 
事实 上 ,由 于 aA(avb)=a 有 as<avb, 辣 至 b<avb, 即 avb 
是 fa,b} 的 一 个 上 界 . 如 果 cs 工 是 fa,b 的 上 界 , 则 ab 和 c, 基 
有 avc=cbvc=c 从 而 (avbjvc=av(bVvc)=aVc=c. 
故 有 aVb<e， 这 就 证 明了 Supfab}=aVb， 同 理 可 证 
Inffab}=aAb， 于 是 L=(L,<) 是 偏 序 集 意义 下 的 祝 . 

如 上 所 述 ,我 们 看 到 ,从 一 个 L=(L,<) 出 发 ,用 (* ) 式 定 
义 运算 V 和 -人 可 以 得 出 一 个 作为 (2,2) 型 代数 的 格 L =(L;V， 
入 )， 反 过 来 , 从 一 个 (2,2) 型 代数 的 格 L=(L;V ,人 ) 出 发 ,我 
们 又 可 以 按 ($ ) 式 在 工 中 引进 一 个 偏 序 < 使 之 成 为 一 个 格 
1L?=(L,<) 并 且 在 1L? 中 ,任意 二 元 a,b 的 上 下 确 界 由 (**) 式 给 
出 ， 由 于 (* ) 式 和 (村 ) 式 正好 协调 一 致 ,我 们 事实 上 已 经 证 明 


了 以 下 定理 . 

定理 4. (i) 对 于 偏 序 集 意义 下 的 格 L= (L,<) 有 
(LP=L; 

(说 对 于 (2,2) 型 代数 的 格 L=(L;V, 八 有 (LY*=L. 

由 于 定理 4, 任 何 格 既 可 以 看 成 一 个 (2,2) 型 代数 ,也 可 以 
看 成 是 一 个 偏 序 集 ， 这 丙种 看 法 都 对 我 们 有 用 .， 但 应 注意 ， 
在 讨论 格 的 某 些 问题 时 ,这 两 种 看 法 会 导致 某 些 不 完全 一 致 
的 结果 .我 们 将 在 适当 场合 对 这 一 点 作 详细 涪 明 . 

现在 设 L=(L;V ,入 ) 是 格 .， 我 们 在 工 上 定义 另外 两 个 
运算 V1 和 和 信 | 如 下 : 

aVib=a 人 \b, a 人 1b=aVb (a,b s L) 

(L;V ,人 1) 显 然 也 构成 一 个 格 . 这 个 格 中 的 并 和 交 正 好 分 别 
是 原来 格 (L; 人 入,V ) 中 的 交 和 并 .， 格 (L;V 1, 人 入 1)=(L; 人 入,V ) 称 
为 格 (L;V ,人 入 ) 的 对 偶 ( 格 )， 不 难看 出 ,作为 偏 序 集 ,(L; V1, 人 1) 
也 正好 是 (作为 偏 序 集 的 )(L;V ,A ) 的 对 偶 ， 事 实 上 ,对 任意 
abe 工 我 们 有 ax<ib 台 a=a 和 1b=aVb 分 a>b( 这 里 我 
们 把 (L;V 1, 信 1) 中 的 偏 序 记 作 了 <)), 就 是 说 (L,<1) 和 (L,<) 
互 为 对 侦 . 

上 述 结论 反 过 来 显然 也 是 对 的 .于 是 关于 偏 序 集 的 对 
偶 原则 就 可 以 转移 到 格 上 来 成 为 关于 格 的 对 偶 原则 ， 现在 
设 A 是 关于 作为 (2,2) 型 代数 的 格 工 = (L;V ,和 ) 的 一 个 命题 
.。 如 果 把 A 中 出 现 的 每 一 个 v 和 和 人 都 分 别 换 成 人 和 v ,我 们 
就 得 到 命题 A 的 对 侦 命题 。 从 关于 偏 序 集 的 对 偶 原则 立刻 
得 到 关于 格 的 

对 偶 原 则 .如 果 命题 A 对 一 切 格 L=(L;V, 信 成 立 , 则 
A 的 对 偶 命 题 也 对 一 切 格 成 立 . 

如 果 格 工 = (L;V,A ) 作 为 偏 序 集 有 界 ,我 们 说 格 L 有 界 


.通常 我 们 把 格 中 的 最 大 元 记 作 4, 最 小 元 记 作 0 于 是 对 
一 切 元 ae L 有 0gag1, 并 且 显 然 有 以 下 等 式 成 立 : 
aV1l=1, a 人 1=a, 
aVv0=a, a 和 0=0. (ae LL) 
由 于 0 利 1 是 由 序 关系 < 刻 划 的 ,在 构 作 一 个 命题 A 的 对 偶 
命题 时 ,如 果 在 A 中 除去 出 现 v 和 人 入 外 还 有 << 或 > 和 0 或 1 
出 现 , 则 我 们 还 得 把 < ,> 互 换 ,把 0,1 也 互 换 。 这 样 才 能 得 到 
正确 的 对 偶 命题 . 
许多 非常 简单 的 有 限 格 在 格 的 理论 中 有 着 基本 的 重要 性 
.在 结束 本 节 之 前 ,我 们 列举 不 多 于 5 个 苑 的 10 个 有 限 格 
如 下 图 所 示 : 


(Cs) 
3 ( C1) (B2) 


we 


(Cs) (Ns) 
图 4 


这 里 ,C1…,C; 分 别 是 一 元 ,二 元 …, 开 元 链 ，、 除 4 和 *e 外 ,所 
有 这 些 格 都 是 自身) 对 偶 的 、G 和 e 互 为 对 偶 .， 这 些 格 中 ， 
CC3B272 5( 称 为 江 边 形 ) 和 ?3723( 称 为 萎 形 ) 特 别 重要 . 


8$3， 同 态 、 子 格 和 理想 . 


格 作为 一 个 (2,2; 型 代数 , 它 自 深 乌有 作为 代数 概念 的 同 
态 和 同 构 概念 . 过 些 概念 亚 然 应 该 如 下 这 样 叙 述 . 

定义 1。 格 14= (Li;V ,人 入) 到 格 L= (Ly;V ,人 入) 的 映射 
9: Li ~ 工 称 为 一 个 同 态 (映射 ), 如 果 对 一 切 a,bs L， 总 
有 

plaVb)= gp(a)V pfb)，p(aAb)=e(a) 人 of(b) 

如 果 9 还 是 一 个 双 射 , 则 我 们 说 9 是 同 构 (映射 ), 并 且说 ,这 时 
祝 工 | 与 格 工 , 同 构 , 记 作 LI 兰 L， 

(注意 这 里 我 们 对 格 L 和 L, 中 的 运算 使 用 了 相同 的 符 
号 V 和 和 . 这 不 至 引起 误解. 倒 如 在 上 述 等 式 中 ,我 们 
不 难 知 道 ,两 个 等 式 左 端的 运算 v 和 入 是 在 Li 中 进行 
的 ， 而 右 端的 V 和 入 则 是 在 工 ,中 进行 的 ， 今 后 如 无 特 
别 的 需要 ,我 们 将 把 一 切 格 的 运算 都 写作 V 和 和 了) 

由 于 格 同时 又 是 一 个 偏 序 集 ，5 1 中 对 偏 序 集 我 们 已 
经 有 过 一 个 同 构 的 概念 ， 它 可 以 再 转述 如 下 : 

定义 2， 格 Li=(Los<) 和 L:= (L,<)( 这 里 对 和 TL, 
的 偏 序 关 系 也 使 用 了 同一 符号 < ) 是 同 构 的 ( 记 作 Li 关 L?), 如 
果 存 在 一 个 同 构 ( 了 映射 Jp:Li 一 L;， 就 失 说 p 是 一 个 双 射 并 
且 满 足 条 件 : 

a<b 台 ola) 和 op(b) (a,b 2 L,). 
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不 难 证 明 ,上 述 两 个 同 构 定义 实际 上 是 等 价 的 . 事实 上 ， 
如 果 Li=(L3V, 入 )=(Lv<) 和 JL=(L3iV,A)=(Lzo<) 按 定 
义 1 同 构 ,存在 双 射 p: LL 一 L; 使 得 对 一 切 ab seL 有 9p(av 
b)= ep(a)V p(b),p(a 和 人 b)= op(a) 人 op(b)， 现 在 假定 xye Li 
有 xgy, 于 是 有 x=x 信 y, 从 而 p(x)= p(x 信 y)= p(x) 人 p(y), 即 
有 p(x)< p(y)， 反 过 来 如 果 已 知 p(x)< p(y) 则 g(x)= p(x) 
人 gq(y)= p(x 人 入 ) 但 9 是 双 射 ,所 以 有 x=x 人 y, 即 x<y， 于 
是 9 也 是 定义 2 中 的 那 种 同 构 . 故 Li,L, 按 定义 1 同 构 时 
它 也 按 定义 2 同 构 . 

反 过 来 , 当 Li,L, 按 定义 2 同 构 时 也 必然 按 定义 1 同 构 

这 个 证 明 也 不 难 , 我 们 留 给 读者 作为 练习 来 完成 . 

我 们 注意 到 ,作为 偏 序 集 ,在 § 1 中 我 们 并 没有 同 态 的 概 
念 ,而 只 有 一 个 保 序 映 射 的 概念 。 这 两 者 之 间 是 有 关系 的 , 事 
实 上 我 们 有 以 下 

定理 3,， 同 态 映射 一 定 是 保 序 映 射 . 

证 明 设 有 Li=(LiVvV,A)= (Lo<)Lz= (Ly;V, 信 ) 
= 人 (Lo< 和 <) 又 9: Li 一 L; 是 一 个 同 态 ，、 对 任意 ab Loa<b， 
我 们 有 a=aAb, 于 是 有 9(a)= 9(a 和 Ab)= 9(a) 和 人 9(b) 即 p(a) 
<9(b), 故 p 是 保 序 的 . 

我 们 能 否 期 望 : 作为 (2.2) 型 代数 的 格 同 态 概念 就 是 作为 
偏 序 集 的 格 的 保 序 映 射 概 念 妮 ? ”这 里 我 们 遇 到 格 的 两 个 不 
同 定义 带 来 的 第 一 个 不 完全 协调 之 处 . 就 是 说 这 两 者 是 不 
同 的 ,因为 定理 3 的 逆 定 理 是 不 成 立 的 。 图 5( 见 下 页 ) 所 示 的 
是 一 个 从 -Bs 到 Cs 的 保 序 映射 ,但 不 是 格 同 态 . 

实际 上 ,从 定理 3 的 证 明 立 刻 知道 ,只 要 映射 9: Li 一 La: 
满足 定义 1 中 等 式 之 一 , 9 就 已 经 是 保 序 的 了 . 由 此 ,我 们 有 
以 下 概念 . 


定义 4. 9:Li 一 L: 称 为 格 Li= (LV,A) 到 格 L,= (Ly; 
V ;和信 ) 的 一 个 并 同 态 ( 或 保 并 映射 ) ,如 果 对 一 切 ab e LL 都 
有 
9p(aVvb)= 9(a)v p(b). 
9 称 为 一 个 交 同 态 (或 保 交 映射 ), 如 果 对 一 切 ab s L, 有 
9g(aAb)=9(a)Ae(b). 
于 是 我 们 知道 , 只 要 g: L, 一 L, 是 并 同 态 或 交 同 态 , 则 o 
就 已 经 是 保 序 的 了 . 而 并 同 态 和 交 问 态 是 不 能 互 推 的 . 
图 5 所 示 就 是 一 个 交 则 态 但 它 不 是 并 问 态 . 祝 反 的 例 也 不 
难 举 出 . 


图 5 vp(aVb)#9(a)v 9(b) 


下 面 我 们 引进 子 格 的 概念 . 以 下 定义 在 代数 结构 中 是 
典型 的 . : 

定义 5， 格 工 ,=(Li;V ,人 ) 称 为 格 L=(L;V, 信 ) 的 一 个 
子 格 , 如 果 

(i) LSsL 是 世 的 一 个 非 空子 集 ， 

(i 中 的 格 运算 vV 和 入 是 工 中 相应 运算 f Li 中 的 
限制 . 
就 是 说 ,L 的 运算 vV 和 和 在 它 的 非 空子 集 Li 上 封闭 时 , 即 
当 abeLi 总 推出 avbaAbsL 时 ,Li= (Li;V ,人 ) 是 


L=(L;V ,人 入) 的 子 格 . 

这 里 应 注意 的 是 ,Li 中 的 运算 就 是 工 中 的 运算 . 图 6 中 
格 工 的 非 空子 集 Li= {0,a,b,1} 上 如 果 规定 av b= 141, 其 余 运 
算 与 工 中 相同 . 则 LI 也 作成 一 个 格 ,但 它 不 是 工 的 子 格 . 因 
为 在 工 中 有 avVb= c 坟 1 即 L 中 的 运算 不 是 工 的 运算 在 工 | 
上 的 限制 . 
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把 格 L=(L;V ,入 )=(L,<) 看 成 偏 序 集 , 格 Li= (L, 和 ) 作 
成 世 的 子 格 似乎 应 这 样 来 刻 则 : (i)LisL 是 工 的 非 空 子 
集 ; (iDL, 中 的 偏 序 < 是 工 中 偏 序 在 L, 上 的 限制 ， 我 们 发 
现 ,这 个 设想 虽然 合理 ,但 却 不 能 与 定 站 5 一致， 这 可 从 刚才 
图 6 中 上 述 子 集 L= {0,a,b,1} 看 出 来 ,因为 按照 刚才 所 设想 
的 办 法 , 它 正 好 做 成 一 个 “ 偏 序 的 " 子 格 ,但 我 们 已 知 它 并 非 定 
义 5 意 义 下 的 子 格 . 这 里 我 们 迁 到 格 的 两 种 定义 第 二 个 不 
协调 之 处 ， 我 们 约定 ,今后 我 们 谈论 子 格 总 是 指 的 代数 意义 
的 子 格 , 即 定义 5 意义 下 的 子 格 . 


现在 设 fL:14s A} 是 格 工 的 一 族 子 格 , 则 当 L， 
= 们 ,ALi 非 空 时 , 它 是 工 的 一 个 子 格 ,这 里 人 是 集合 
交 .， 事实 上 ,对 任意 ab se L1, 对 一 切 2s 人 都 有 a,bs 工 i， 


由 于 工 ; 是 子 格 ,对 一 切 1s 和 都 有 avbaAbsL) ,从 
而 avb,aAbs 站 ixLi=L 即 Li 是 L 的 子 格 . 用 此 
我 们 有 以 下 概念 . 

定义 6， 设 S cS 工 基 格 L 的 一 个 非 空子 集 , 则 

[S1= 人 IfL | L; S$ 是 LL 的 子 格 } 

是 工 的 子 格 , 称 为 中 由 子 集 S 生成 的 子 格 . S 称 为 这 个 
子 格 的 生成 元 集 ,S 中 的 元 是 生成 元 . 如 有 [S]= 工 , 则 我 
们 说 格 工 是 由 它 的 子 集 S 生成 . 

很 明显 ，[S] 是 L 中 包含 S 的 最 小 子 格 . 

子 格 的 重要 例子 有 理想 ,漏斗 和 区 间 ， 

定义 7， 格 世 的 非 空子 集 I 称 为 工 的 一 个 理想 , 如 果 
对 任意 ab se 工 ,有 

(i) absI => aVbsl, 

(ii) ael,xelLXxx<a—> xel. 

由 于 对 任意 a,bsI 总 有 a 八 b<a el, 由 (ii)a 人 人 bel, 
连同 (i), 理想 IT 总 是 世 的 子 格 . 

定理 8。 对 梅 蕊 将 大 空 子 集 I, 以 下 条 件 等 价 : 

(i) I 是 L 的 理想 ， 

(ii) a,bbel HO avbel, 

(ii) absI => aVbel,xaelxeL = a\xel. 

证 阴 . (i) = (ii). I 为 理想 , 按 定义 
有 a,bseI ~ aVbsI. 反 过 来 , 当 avbesI 时 ,由 于 
有 ab 和 avVb, 按 定义 有 a,b = 工 

(ii) = (iii)、 只 需 证 第 二 个 论断 . 因为 aAV(aAx) 
=ael, 由 (i) 有 aAxel. 

(iii) = (i)， 设 asI,xeL 又 x<a. 由 (iii) 
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有 aAxsI. 但 现在 a 人 x =x, 故 x.sI. 】 

现在 设 fI1;4e A} 是 工 的 -- 族 理想 . 很 "j 员 ,如 果 集 
合 交 I= 门 j,aIz 非 空 , 则 了 中 龙 工 的 理想 . 由 此 我们 有 

定义 9， 设 S c 工 是 格 L8, 非 帘子 集 , 则 

(S]= 门 红 1S S11 是 LL 的 童 想 } 

是 工 的 理想 , 称 为 由 (生成 元 集 )S 生成 的 理想 . 

对 非 空子 集 S,(S] 总 存在 ,并 且 是 包含 S 的 最 小 理想 . 

当 S= fa},a ze 工 为 一 单元 集 时 ,我 们 简 记 (fa}] 为 (a], 称 为 
由 元 a 确定 的 一 个 主 理想 . 

对 于 (S] 我 们 有 以 下 有 用 的 表达 式 . 

定理 10. . 对 格 工 的 任意 非 空子 集 S, 有 

(SI=fxeL | x<sI VV sosie Si= 1,°,n}, 
其 中 是正 整数 . 特别 对 S = fa}, 有 主 理想 

(al={xeL |x<a} 

证 明令 I=fxeL lx<sVv…VvVsusisSi=1ln}; 我 
们 证 明 I 是 一 个 理想 事实 上 , 设 有 xy e I, 有 正 整 数 n,m 和 
SSuroeeerm8S 使 x<siV…Vswoy<TnV…Vrm 于 是 有 x 
VySSIV VsoVTIV"*Vrm 即 有 xVyel 当 zeL,z<x 
时 ,显然 有 zs I。 故 工 确 为 一 理想 ， 而 且 是 一 个 包含 S 的 理 
想 ， 另 一 方面 ,包含 S 的 任 一 理想 都 包含 一 切 StV … V ss; 
a Sii= 1…nin 是 正 整 数 ,就 是 说 , 它 包含 I 故 工 是 包含 5 的 
最 小 理想 , 即 (S]=I. 

第 二 论断 显然 ，】 

格 世 的 理想 I#L 时 , 称 为 一 个 真理 想 . 如 果真 理想 
还 满足 条 件 : 

a 人 人 bel 一 asl 或 bel] 
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则 工 称 为 一 个 素 理 想 ， 并 非 一 切 真理 急 都 是 未 理想 ， 图 7 
中 真理 想 P 是 未 理想 ,但 TI 不 是 . 与 理想 对 偶 的 概念 是 漏斗. 

定义 11.。 格 工 的 非 空子 集 F 称 为 工 的 一 个 漏斗 (有 的 
作者 称 对 偶 理 想 ), 如 果 

(D absF => aA 人 beF， 

(ii) ae F,xeL9Xx>a = xeF. 


和 理想 一 样 ,1. 的 任何 漏斗 岂 明 = 的 子 格 . 


图 7 


定理 12. 对 格 L 的 非 空子 集 F, 以 下 条 件 等 价 : 


(i) F 是 L 的 测 斗 ， 

(i) abeF © aAbeF， 

(ii) abeF > aa 人 Ab 8 F, 
KaeFxeL => avxeF. 

证 明 . 与 定理 8 证 明 类 同 ,从 略 . 】 

和 理想 情形 一 样 ,如 果 漏 斗 族 {F4;2 。 A} 有 非 空 交 
站 4.aF2, 则 这 个 交集 也 是 漏斗 . 从 而 可 以 定义 非 空 子 集 S 
EL 生成 的 漏斗 [S), 它 是 包含 S 的 最 小 漏斗 ,并 有 下 列 明显 
表达 式 
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[S)={xeL |1x>sitA…Asn;sieSi=1lent， 
这 里 n 是 正 整 数 . 
特别 当 S = {a} 为 一 单元 集 时 ,我 拉 得 到 元 a 确定 的 主 沁 
斗 [a)=[fa}), 并 有 
[a)={xeL | x>4'. 
漏斗 F 关 L 时 称 为 真 漏斗 , 真 漏斗 五 如 果 还 满足 条 件 : 
aVbeF = 二 aeF 或 be 下 . 
则 F 称 为 一 个 素 漏 斗 . 

理想 与 漏斗 间 有 以 下 极为 有 用 的 关系 . 

”定理 13， 子 集 PsL 是 格 L 的 素 理 想 的 充 要 条 件 是 
乞 -P 是 I 的 素 油 斗 . 

证 明 。 先 设 P 是 工 的 素 理想 ,又 a,bs L-P.， 如 有 a 人 b 
EL-P, 则 aAbeP. 由 于 P 是 素 理想 应 有 aeP 或 bsP, 但 
这 就 与 a,b s L-P 矛盾 , 故 只 能 有 a 入 be L-P, 可 见 L~P 是 一 
个 漏斗 ， (xza = 二 xseL-P 显然 ) 现 在 设 有 cds 工 使 cvd 
s L-P, 我 们 来 证 明 必 有 cs L-P 或 ds L-P.， 这 是 对 的 , 因 ， 
为 如 有 c,d EL-P 则 c,d eP 将 导 至 cvdeP 与 cvVde L-P 
的 假设 相 矛 盾 . 于 是 条 件 的 必要 性 得 证 . 

根据 对 偶 原 则 ,充分 人 性 也 成 立 , 因 为 我 们 有 
P=L-(L-P). } 

应 注意 本 定理 对 一 般 理 想 和 漏斗 是 不 成 立 的 例如 对 
图 7 中 的 1 L-I 根 本 不 是 子 格 . 

定理 13 说 明 , 格 工 的 素 理想 与 未 漏斗 闻 存 在 闭 一 对 一 的 
对 应 关系 事实 上 ,它们 与 某 种 特殊 同 态 喘 射 间 也 有 这 种 关 
系 . 

定理 14，、 (DIELI#oI 是 世 的 素 慎 想 的 充 训 条 件 是 存 
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， 在 一 个 满 同 态 9: L 一 Cz= {0, 贡 使 得 1= (0). 
(GDFsL,F#Q@E 是 工 的 素 漏斗 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 
满 周 态 p: L 一 C2= {9,1}, 使 得 F= op !(1). 
证 明 . 由 于 对 偶 关 系 ,我 们 只 证 明 (i). 
先 设 I# 四 是 工 的 素 理想 作 映 射 p: L-=C= f0,1 如 
下 


0， ( 当 x & 工 寺 )， 

v0)={, (x gL 一 T 时 )， 
由 于 四 关 I 关 L,9 是 一 个 满 射 . 当 a,bseI 工 时 ， 
有 avYvbjaAbeL, 从 而 有 olavb)=0:-opla)vopfb),p(a 入 b) 
=0=0(a) 人 Ag(b). 根据 定理 13.L - 工 是 涡 斗 , 当 a,beL- 
-工时 有 avbaAbesL-I. 从 而 也 有 (avb)=1 
=9(a)vV(b),g(aAb)=1=ola)Aolb). 剩 下 不 妨 
设 ae lbeL 一 I. 这 时 有 a 人 入 be 1T,aVbelL 一 了 ,我 们 仿 然 
得 到 (avb)=1=0v1=ola)volb),olaAb)=0=0A1 
=9(a) 人 gb)，、 故 9: 工 一 C: 是 巾 态 映射 . 由 十 I 
=g -1(0), 于 是 条 件 的 必要 性 得 证 . 

反 过 来 , 设 有 满 同 态 g: L 一 C= f0,1} 合 T= 971(0)， 由 
于 9 是 满 射 , 我 们 有 $FIFL. 容易 证 明 I 是 理想 ,我 们 证 明 
它 还 是 索 的 . 设 有 ab e LaAbzT 如 果 ab 都 不 局 十 了 工 则 
q(a)= 9g(b)= 1 从 而 eglaAb)= ola)Aolb)=1 与 aAbs 
I= 9-!(0) 矛 盾 , 故 I 是 素 理想 而 充分 性 得 证 ， (i) 导 是 成 立 . 


对 偶 地 可 以 得 到 论 央 (iD 3 
对 格 工 ,把 它 的 全 部 理想 工作 成 的 集 记 作 7(L)， 义 令 
1o(L)=TL)u 各 ?我们 有 


le 


定理 15. 对 集 包含 关系 三 , 偏 序 集 7(L) 和 10(L) 都 是 
格 . - 

证 明 ， 设 IJs 了 7(L), 由 于 了 J 非 空 ,有 ie I 了 je J， 于 是 有 
i 入 je INJ, 故 InJ 非 空 从 而 它 属于 I(L)， 很 明显 ,我 们 有 工 
入 J=Inff1,J}=INnJ.。， 现在 我 们 考虑 (Tu 也 se 1(L)， 显 见 它 
是 包含 TIT 和 了 的 最 小 理想 , 换 句 话说 我 们 有 IV 
J=SupfIJi=(Iv 了 ， 这 就 证 明了 7(L) 是 格 . 

以 上 讨论 对 FL) 也 同伴 成立, 只 要 我 们 约定 . 
(0]=D. )】 

利用 定理 10, 我 们 还 可 以 有 

定理 16， 在 1(L) 中 有 

IVJ={xeL |x<ivj; iel,je]J}. 

证 明 .。 根据 定理 10, 有 IVJ= {xeL | xgsiV*V so 
IU Ji=1,…,n}， 对 任意 这 样 一 个 x, 如 果 s1,…s。 中 有 些 属 
于 了 I, 有 些 属于 J 不妨 设 ssx 6 Lsttb se 了 这 里 1< 
k<n， 令 i=siV…Vsuj= str VV sw 我 们 得 到 x<ivji 
了 ,je J，。 如 果 全 部 si= 1,…,n 都 属于 工 或 全 属于 J, 例 如 全 
属于 工 的 情形 ,我 们 可 以 任 取 了 中 一 个 元 ji, 然 后 令 i=si1V*… 
Vsuj= ss 人 ji 显然 有 x<iviis Djs J。 就 是 说 仍 有 同样 
结论 ， 全 部 $s; 属于 了 的 情形 自然 也 一 样 . 】 

根据 上 述 讨论 , 我 们 可 以 如 下 这 样 定义 任意 一 个 非 空 族 
S= {LXe A}sI(L) 的 并 | 

VS=Vieal 
={xeL | x<i Ve Vioie I ;he A}. 

对 Io(L) 来 说 ,由 于 它 有 最 小 元 @, 所 以 空 族 的 并 也 存在 ( 
并 等 于 最 小 元 B)， 与 之 相应 ,对 一 切 理想 族 Ss To(L) 人 S= 
人 S 也 总 存在 .但 应 注意 ,对 I(L) 我 们 没有 同样 的 结论 . 
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. 定义 17. 格 工 称 为 完备 格 ,如 果 对 工 的 任意 子 集 S,VS 
和 和 人 AS 都 存在 . 

现在 定理 1.4 可 以 改写 成 

定理 18. 设 P=(P,< ) 为 一 偏 序 集 ， 如 条 对 一 切 ScP 
都 有 VS= Sup S( 或 人 AS= Inf S) 存 在 , 则 P 是 一 个 完备 格 

】 

由 定理 15 我 们 还 有 

定理 19。 对 任意 格 L,To(L) 总 是 完备 格 . 当 工 有 最 小 
元 0 时 ,7(L) 也 是 完备 格 . 

证 明 . 需要 证 明 的 是 后 一 结论 。 由 于 每 个 理想 都 包含 
零 元 0, 对 任意 非 空 族 SET(L) 有 人 AS= 门 $ 包含 0, 故 八 S 非 
空 ， 从 而 它 属 于 7(L)， 对 空 族 @EL, 由 于 7(L) 有 最 大 元 L， 
A 人 @=L 也 存在 : 于 是 由 定理 18 知道 7(L) 是 完备 格 ， 】 

定义 20， 7(L) 称 为 格 工 的 理想 格 ,To(L) 称 为 扩大 的 理想 
格 . 

根据 完备 格 的 定义 ,完备 格 一 定 有 界 . 因为 它 有 最 大 元 
人 @ 和 最 小 元 V@. 
注意 到 对 任意 元 ab e LL, 总 有 
{alvV(b]={aVvb], (alA(b]=(aAb]. 
我 们 有 以 下 嵌入 定理 : 

定理 21， 任 意 格 工 都 可 以 嵌入 I(L) 和 7o(L)， 实 际 
上 ，a~~(a] 就 是 一 个 庶 入 映射 . 

证 明 . 需要 证 明 a 一 (a] 是 单 射 ,但 这 不 成 问题 。 因为 当 
(a]=(b] 时 ,有 az (blb s (al 即 a<bb<a 从 而 a=b， 】 

推论 22.， 任何 格 都 能 嵌入 一 个 完备 格 .、 】 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 引入 有 用 的 区 间 概 念 . 
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定义 23， 设 ab e 工 ,又 a<b, 则 子 格 [abl]={fxsL | ax< 
x<b} 称 为 工 的 一 个 区 间 . 

区 间 显 然 是 工 的 子 格 . 

当 a<b 时 ,[a,b] 称 为 一 个 素 区 间 . 

有 的 作者 把 fa,b] 写 成 by a, 而 称 它 为 工 的 一 个 商 子 格 , 简 
称 商 . 

按 定义 ,显然 总 有 [a,b]= (b]n [a). 


$4， 同 余 关系 、 直 积 . 


定义 1. 格 L 上 的 等 价 关 系 9 你 为 一 个 同 余 关 系 , 如 果 它 
对 运算 V 和 人 有 下 询 替 换 性 质 : 
a 一 c(b),b=d(9) => aVb=cVv d(4),a^\ b=c 人 \d(0). 
和 一 切 二 元 关系 一 样 ,器 余 关系 9 可 以 看 成 第 卡尔 积 工 
xL 的 子 集 : gsLxL 就 是 说 有 
a=b(0) © (a,b)s 6. 
出 十 等 价 关 系 是 自 反 的 ,作为 Lx 工 的 寺 集 ,总 有 9, 因为 
对 一 切 a 工 ,都 有 (a,a) & 0. 
任何 格 都 至 少 有 黄 个 国 余 类 条 oo 和 | 4, 其 定义 为 (对 一 切 
ab ze L) 
a=b(w) © a=b, 
a=b(!) 台 a,beL. 
换 句 话说 ,w= 入 = {f(a,a) | asL 是 LxL 的 对 角 线 ,而 1=L 
xL.， 很 明显 ,在 工 可 能 右 的 一 切 问 余 关系 中 ,w 和 4 分 别 丰 
圾 小 的 和 最 大 的 ( 按 集 包含 关系 而 说 ) 回 众 犬 系 . 
除 w 和 :外 再 不 具有 其 它 问 余 关 东 的 格 称 为 简单 格 , 简 


称 单 格 .不 难 验证 , 姜 形 N, 是 单 格 .但 4 六 形 2; 不是， 

下 述 定理 可 使 验证 畔 访 性 质 的 于 续 有 所 简化 . 

定理 2、 等 价 关 系 6 对 v 和 人 有 替换 性 质 的 充 要 条 
件 是 当 a 生 bb) 时 ,对 一 切 x :L 有 

aV x 三 bV x(9), a 人 人 xb/ x(0) 

证 明 . 条 件 的 必 旧 性 显然 . 

如 果 条 件 成 立 , 设 已 有 as=c(b)b=d(6), 则 时 次 用 已 知 条 
件 就 可 得 到 

aVb=cV b=cVv d(t),a 人 b=c 人 b==c 人 \d(0). | 

要 验证 一 个 一 元 关系 是 否 是 国父 关系 先 得 验证 它 是 一 个 
等 价 关 系 ,然后 还 得 验证 它 是 否 有 对 V 和 入 的 桩 换 性 质 (定理 
2 只 使 得 后 一 步 稍微 简化 了 一 点 )， 这 通常 需 归 复杂 的 验 筑 

G.Gratzer 利 E.T.Schmidt 在 1958 年 给 出 的 下 述 判别 法 
可 以 使 问题 大 为 简化 : 

定理 3， 一 个 自 反 的 二 元 关系 0 是 格 L 的 同 余 关系 的 
充 要 条 件 是 对 一 切 x,y,z,t 8 工 ,以 下 三 个 条 件 成 立 : 

(i)x 圭 y(0) 台 xVy 三 x 人 \y(0). 

(Dx<y<7,x=y(0) KX y=7(0) = *=7(0). 

(iii)x&y 又 x 三 y(0) = xV1yV\(),x 人 ty 人 1(0). 

证 明 . 对 于 必要 性 ,我 们 只 寡 验 证 条 件 ()， 出 于 已 知 8 
是 同 余 关 系 ,从 x 三 y(9) 推 出 xVy=yVy= yxAy=yA 
y= y(9) 然 后 从 8 的 传递 性 知道 xV y==y=sxAy(b)， 反 过 来 ， 
从 xVy=xAy(9) 知 道 x=xA(xVy)=:xAyby=yA(CXVyY) 
二 x 人 y(9), 再 用 传递 性 得 到 x 三 x 人 y=y(9), 故 (成立 . 

对 于 充分 性 ,我 们 设 自 反 的 一 元 关系 8 满足 条 件 
-=-Gip. 我 们 先 证 明 当 abuoye La<b 义 x%y [abl 时, 则 a 
三 b(b) = x 三 y(9) 呈 实 上 ,出 a==b(b) 又 a<b,H(ii) 有 有 

EY 


x 人 y=aV(x 人 人 y) 三 bvV(x 人 人 y)=b(9)， 由 十 x 人 ygb, 再 用 (iii) 
得 出 xAy= (x 和信 y) 人 (xVy) 二 b 和 A (xvVy)=xV y(9)， 由 (Gi) 我 
们 得 到 x 二 y(8). 

9 的 对 称 性 显然 ， 证 明 传 递 性 , 设 有 x 三 y(9),y 圭 z(0). 
由 (人 0 有 xVy 寺 x 入 y(0)， 由 (Giiij))yVz=(yVZ)V (xAy)=(yv 
Z)V (xVy)=xVyVz(9)， 问 理 有 y 八 7 二 x 人 yAz90)， 但 从 
y 三 7(9) 知 到 yA zs 拓 yVz(6)， 于 是 我 们 得 到 x 和 人 yAz 二 yz 
三 yVZz 二 xXVyVz(0)， 由 于 xAy 人 7z<y 人 7<yVz&xVyV 
根据 (ii) 我 们 得 到 x 入 y 和 zxVyVz(8)， 出 于 xze [x 人 y 
人 zxVyV zz 根据 前 段 证 得 的 结论 ,有 x=2(0). 这 就 证 明了 

6 是 一 个 等 价 关 系 . 

现在 设 x 三 y(9)， 出 (有 xAy 拓 xVy(b)， 再 出 ( 草 ) 得 到 . 
(KAyYVt=(xVy)Vt0).， 由 J xVlyVte[(xN\y)V L(xVy) 
V 了 tj 我 们 得 到 xVvt 坛 yVt(8)， 癌 埋 可 证 x 人 {三 yt9)， 于 
是 由 定理 2,9 是 辣 余 关系 . 3 

现在 设 9 是 格 工 的 一 个 同 余 关系 .由 汪 8 是 等 价 关 系 ， 
它 把 工 的 元 分 成 一 些 同 余 类 . 我 们 把 包含 元 a 的 同 余 类 记 
作 a0, 即 

ag= {x L | x=a(0)}. 
很 明显 ,a 三 b(9) 侣 ag=b6b， 格 L 的 全 部 同 余 类 作成 一 个 集 
L/0={a0 | ae Li. 
这 个 集 称 为 格 工 关于 同 余 关 系 6 的 商 集 . 

我 们 来 研究 ag 和 L/ 9 最 简单 的 性 质 . 

定理 4..(i)a9 是 工 的 子 格 ， 

(ii)a0 RO xysag 又 x<y 时 有 

fx,y] S 
下 于 x 三 a 三 y(9), 有 xVy 三 aVa=a(0), 故 xVy& 


a9. 同 理 x 人 ye ab. 

(加 任 取 te [xy] 有 x<t<y， 由 x 三 y(6) 知 道 t=tAy 
==tAXx=x(b). 从 xea0 知 道 te 0. 】 

由 于 同 余 关 系 6 保持 运算 VvV 和 和 人 (对 它们 有 替换 性 质 ), 我 
们 可 以 合理 地 定义 同 余 类 之 间 的 下 列 运算 : 

abgVbb=(avb)8，a6A 和 bb=(aAb)6 

事实 上 ,如 有 aig= ab,b,b=bb, 则 a 三 a(9),bl 三 b(0), 从 而 aiV 
bi 一 av b(0),al 人 \ bi 生 aAb(9), 即 (atV bi)0= (aV b)6,(ai 和 
bi)9= (aAb)6 故 上 述 运 算 的 定义 是 合理 的 ， 很 明显 , 商 集 
L/ 9 连同 这 两 个 运算 作成 一 个 格 . 

定义 $5， 格 L/0=(L/ 6;V,A) 称 为 格 工 关 于 同 余 关 系 
6 的 商 格 

定理 6， 格 Li 是 格 工 的 同 态 像 ( 即 存在 一 个 满 同 态 0: 
L-~LuLi= 9(L)) 的 充 要 条 件 是 有 L 的 一 个 同 余 关 系 9 使 得 
LSL/0 

证 明 . 先 证 必要 性 ， 这 时 有 满 同 态 9:L->L1， 用 下 式 
定义 .L 上 一 个 二 元 关系 bs: 

a=b(0,) © 0(a)= 9(b) (ab e L) 
6。 显然 是 一 个 等 价 关系 ， 设 有 a 三 c(9。),b 二 d(9。) 按 定义 有 
g(a)="p(c),p(b)= 9(d)， 由 于 9 是 同 态 ,p(av b)= 9(a)V 
gp(b)= 9g(C)V 9(d)= plcV d), 从 而 aVb==cV d(9。)， 同 理 可 
得 a 人 b=c 人 d(0。)， 故 9。 是 一 个 同 余 关系 .下 面 我 们 证 明 
有 LisL/ 9。 为 此 ,我 们 定义 映射 h: L/ 9。 一 工 如 下 : 
h(a0。)= 9(a) (ae LL) 

如 有 ai e ago, 则 a 三 a(9p), 从 而 p(a1)= 9(a); 故 h 的 定义 不 依 
赖 于 代表 元 a 的 选择 ,从 而 是 合理 的 . 由 于 9 是 满 的 ,h 也 是 
满 的 .如 有 :hlags)= h(b0o), 则 p(a)= 9(b), 即 a= 


b(b),ab。= bb。, 故 h 还 是 一 个 单 时 ， 剩 下 需要 证 明 的 就 是 h 
为 一 同 态 了 . 事实 上 ,我 们 有 
h(agoV b0.)=h((aV b)06)= 9(aVb) 
= 9(a)V op(b)=h(a0,)V h(b0,) 
类 似 地 ,有 h(a9。 八 b06)= h(ag。) 人 hbb。)， 故 h 是 从 LL/ 8。 
到 工 的 一 个 同 构 . 
对 于 充分 性 ,我 们 考虑 所 谓 自 然 同 态 

Lr 0, 
这 里 对 一 切 ae 工 有 n(a)=a9， 根 据 L/ 9 的 定义 , 它 是 一 个 
满 同 态 ， 因此 如 果 有 LI 关 L/6, 则 利用 了 可 以 构造 一 个 工 到 
L, 的 满 同 态 , 即 L, 是 工 的 同 态 像 ，】 

以 上 我 们 看 到 , 格 世 的 每 一 个 同 余 关系 9 都 诱导 出 一 个 
商 格 L/ 8, 它们 本 质 上 就 是 工 的 全 部 同 态 像 ， 现在 我 们 来 指 
出 , 格 工 的 全 部 同 余 关系 也 构成 一 个 格 ,而 且 是 一 个 完备 格 . 

我 们 用 C(L) 记 格 工 的 全 部 同 余 关 系 作 成 的 集 ， 由 于 8 
e C(L) 可 以 看 成 LxL 的 子 集 , 对 于 集 包 含 关 系 ,C(L) 作 成 一 
个 偏 序 集 ， 设 9,p s C(L), 这 里 9< 9 的 意思 是 bs op, 也 就 是 
(a,b) e086 二 (ab) s pg.， 换 句 话说 ， 

bg9 0 a=b(0) = a=b(9) (a,bs L). 
很 明显 ,w 和 分别 是 C(L) 的 最 小 元 和 最 大 元 . 

定理 7. CC) 是 一 个 完备 格 . 这 里 对 于 任意 子 集 
S={f6M z 兴 YE C(L), 格 运算 的 定义 是 : X = 人 S= 人 :Ab 
从 Xe = VS= VA0 的 含义 则 是 ,对 一 切 ab e L， 

as=b(o) 对 存在 世 的 元 序列 a= euve>…ca= b 和 同 余 
关系 61,…,9。1 2 S 使 得 对 一 切 i=1,…,n-1 有 6; 二 cin(0) 
成 立 . 

证 明 . 由 于 对 每 个 1s 入, 都 有 w< 0,, 不 难 验证 x= 八 S 
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e C(L), 并 且 的 确 是 S 的 下 确 界 (这 里 不 排斥 S= @). 

我 们 证 明 也 有 ce C(L) 并 且 是 S= {0,;48 A} 的 上 确 界 
. 显然 不 妨 设 S 关 @.。 先 证 a 是 等 价 关 系 . 自 反 性 和 对 称 
性 显然 . 对 于 传递 性 , 设 a=b(o),b 三 c(o)。 按 定义 有 元 序列 
a= cbcco==b 和 941……,9,_12S 使 对 i=1…,n-1 有 6 二 
Gin(9)， 又 有 序列 b= fw ,f= cc 和 p91……,9m-12S 使 {二 
fh(p》.， 很 明显 ,元 序列 a= cco=b=fuo…fa=c 和 同 余 
关系 81,…,8。_1;91,…",9m-12 S 说 明 有 a 三 c(o), 故 o 是 一 个 等 
价 关 系 . 

现在 设 已 知 a 三 b(o)， 同 前 有 a=e,e2,*…,en=b 和 88:， 
…,9018 S 使 得 对 i=1,…,n-1 有 ci 三 ein(9)， 根 据 定理 2， 
对 任意 xseL 都 有 civ x 硅 eir1V x(90) 和 ciA xs 皇 crl 人 x(00. 
于 是 元 序列 aVx=eclVx…caVx=bVx 和 aAx=elAx… 
,Co 人 x 二 b 和 x 证 明了 aVx 三 bvVx(o) 和 a 人 x 三 b 人 x(o). 故 o 
2 C(L) 确 是 工 的 一 个 同 余 关系 . 

剩 下 要 证 的 是 =Sup S= Sup fgis4sA}， 首先 c 是 
S 的 一 个 上 界 , 即 对 一 切 bs S 有 bj<c， 事 实 上 设 有 a 三 
b(6); 我 们 只 需 取 el = ac = b,b, = 9: 就 知道 有 a 三 b(o)， 故 
Qi<o( 一 切 4sA)、 现 在 设 Zs C(L) 是 S 的 任 一 上 鼻 , 于 是 
对 一 切 1eA 有 0g<Z， 设 有 a 三 b(a), 我 们 有 a= ec2*** 
a= bE Si=cn(0),i=1,…,n-1， 但 0.<, 我 们 
有 =em(Z)， 由 三 的 传递 性 得 到 a 三 b(2), 即 o<Z, 故 有 
o=Sup S$. ) 

在 定理 7 中 ,a= VS= Vi 9; 有 一 个 在 某 些 场合 更 便于 
应 用 的 刻 划 如 下 . 

定理 8， 存 在 工 的 元 序列 a = coco…ca= bbbb2…，9n 
gS={0;; 1eA} 使 对 一 切 i= 1…,n-L1 有 cj 三 cin(0;) 的 充 要 


条 件 是 存在 元 序列 avb= ct>cz>…>ca=aAb 和 6,,0,， 

guie S 使 cecini(9) 对 一 切 i=1,2,…,n-1 成 立 . 

有 的 作者 用 我 们 现在 陈述 的 条 件 来 定义 o. 

证 明 . 先 证 必要 性， 令 

ci=(aVb)A(civ…Ven)， 
i= 1,2…"n. 
我 们 有 aVb= ct>cz>…>c=b， 从 6 三 ein(9) 立 刻 知道 
也 有 c=cim(9)、， 再 令 
dj=(a 人 b)V (er 作 aA 
， (= nn 一 1…;,1) 

有 b= dzd_iz…>d=aAbidrn 王 dk,j=n-lb…1， 于 
是 元 序列 avb=cli>…zcs=b=d>…>di=aAb 和 同 余 
关系 序列 乓 ,……,051;9s1,…,01 8 S 证 实 了 条 件 的 必要 性 . 

”充分 性 证 明 比较 简单 , 留 作 习题 ,这 里 从 略 ， 】 

定义 9， 按照 定理 7 或 8 定义 的 运算 V 和 人 和， 

CD= (CCL);V,A) 称 为 工 的 同 余 关系 格 (简称 同 余 格 ). 

和 理想 格 一 样 , 同 余 格 也 有 许多 重要 性 质 ,我 们 今后 将 作 
一 些 介绍 . 


图 8 
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现在 我 们 引入 直 积 的 概念 . 先 考虑 有 限 的 情形 . - 

设 L=(L;V, 人 入 ) 和 KK=(K;V, 信 ) 是 两 个 格 ,在 向 卡尔 积 
LxK= f(ab)las LibeK} 中 可 以 * 按 坐标 "定义 两 个 运算 V 
和 入 如 下 : 

(a,b)V (a1,b1)= (aV ai,bV bi),(a,b) 人 (a1,b1)= (a 人 人 a,b 人 
bi), 这 里 (a,b),(a1,b1)e LxK， 很 明显 LxK=(LxK;V, 信 ) 
作成 一 个 格 . 

定义 10. 格 LxK=(LxK;V ,人 入 ) 称 为 格 工 和 XK 的 直 积 . 

图 8 是 直 积 疯 ,;x C, 的 Hassc 图 . 

在 了 辣 构 的 意义 下 , 直 积 显然 与 直 积 因子 的 次 序 无 关 , 就 是 
说 有 LxK 守 KxL, 事 实 上 (a,b)-”(b,a),(a,b) e LxK, 就 是 
所 需要 的 同 构 映射 . 又 当 LL,K 守 Kl 时 ,显然 也 有 工 x 
人 LxK. 

对 任意 有 限 个 格 ,我 们 可 以 类 似 地 定义 它们 的 直 积 ， 其 
实 对 任意 一 族 格 fL224 e 和 A} ,我们 也 可 以 用 同伴 方法 定义 直 积 ， 
只 不 过 在 表达 上 稍微 不 同一 点 . 这 时 , 格 族 和 Li;;46 A} 的 币 卡 
尔 集 是 TT .AL:= ff If: A 一 ,AL 对 每 个 18 人 有 f(4)e 
Li}。， 我 们 依然 “ 按 坐 标 "来 定义 格 运算 ,就 是 说 ,规定 对 一 切 
bge TT ,AL: 一 切 Ae A, 有 

(fvVg)(W=f(4)V g(4), (FA g)(4)={(4) A g(4). 
这 时 得 到 的 格 TlieaL; = (TlieaLsY ,人 ) 称 为 格 族 {Li;4 & 
A} 的 直 积 . 

当 格 族 有 限时 , 它 化 归 为 前 面 定义 的 有 限 个 格 的 直 积 . 

当 对 一 切 1e 和 都 有 L(1)=L 是 同一 个 格 时 ,我 们 简 记 
TTi ALi=TTi AL 为 LA， 当 格 族 有 限 , 即 集 A 有 限时 ,这 时 
我 们 一 般 取 入 = {1,…n}, 得 到 的 相应 直 积 是 "(代替 记 号 
A) 

mi 


关于 直 积 的 同 余 关系 , 有 以 下 有 趣 结果 . 

定理 11。 设 L,K 是 格 ,0,9 分 别 是 它们 的 同 余 关系 , 则 如 
下 定义 的 二 元 关系 6x 9: 

(a,b)=(aybi (0 x 9) © a=a(0),b=b(9) | 
其 中 (a,b),(a1,bi) & Lx K, 是 直 积 Lx 的 同 余 关系 . 不仅 如 
此 , 直 积 工 x 开 的 任 一 同 余 关 系 都 必然 是 这 种 形式 . 

证 明 . 定理 的 前 半 明 显 成 立 . 

现在 设 p 是 LxK 的 同 余 关系 ,我 们 证 明 必 有 工 和 和 的 
同 余 关 系 6 和 9 使 得 p=6x 9. 

我 们 利用 p 定义 工 的 一 个 二 元 关系 9 如 下 : 对 任意 aal 
z 工 ,规定 

a 三 a1(9) 台 存在 y: 和 使 (a,y) 三 (a1,y)(p). 

我 们 证 明 , 事 实 上 这 时 对 任意 ys K 也 有 (a,y) 寺 (asy1)(p)- 
这 是 因为 p 是 同 余 关 系 , 有 (ayD) = ((a,y)V (aAabyD)A (aV 
auyi) 至 ((aby)V (aA avy)) A (av awy1)= (auyi)(p). 故我 们 
有 as 一 ai(9) 台 对 一 切 ye K 有 (a,y)=(a1y)(p). 问 理 可 定 
义 上 一 个 二 元 关系 9 使 得 当 bblz K 时 ,b 寺 bi(9) 分 对 
一 切 xg 工 都 有 有 (x,b) 志 (x,b1)(p)， 不 难 验 证 8 和 0 分别 是 工 
和 K 的 同 余 关系 . 我 们 来 证 明 .p = 0x 9. 

为 此 ,我 们 先 假定 有 (a,b) 三 (a1,b1)(0 x 9)， 根据 9, 的 上 
述 定义 有 (ayy) 二 (a1y)(p),(x,b) 三 (x,b1)(p) 分 别 对 一 切 x e KK 
利 ye 世 成 立 ， 取 x=aAaly=bAbl 得 到 (a,b 人 bi) 二 (a,b 
入 bi)(p),(a 和 awh) 三 (a 人 a1,b1)(p), 岗 端 分 别 取 并 得 出 (a,b) 三 
(avbj)(p), 故 有 乡 x p<p， 反 过 来 ,如 已 知 (a,b) 二 (a1,b1)(p)， 了 
端 国 交 元 (av a1,b 信 b1) 得 到 (a,b 人 入 b1) 三 (a,b 信 bi)(p) 凤 有 a 二 
ai(0). 合 理 有 b 三 bi(q)， 从 而 有 (a,41) 三 (b,bi)(06X g)， 十 是 
义 有 p<90xgq, 从 而 p=0xop. 】 


作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 证 明 关 于 商 格 的 同 余 关系 的 一 
个 重要 定理 . | 

定理 12( 第 二 同 构 定 理 )， 设 ge C(L), 又 pe C(L) 满 足 
条 件 g>90.。 下 式 (abeDL) 

ab 一 bb(90) © a=b0) 
确定 的 二 元 关系 多 是 商 格 L/ 9 的 一 个 同 余 关 系 。 反 过 来 ， 
L/ 9 的 任 一 同 余 关 系 p 都 可 以 唯一 地 表 成 钓 的 形式 ,这 里 9 
>6 是 L 的 同 余 关 系 . 由 此 特别 知道 C(L/ 6) 兰 [9), 后 者 
是 CCL) 的 一 个 主 漏斗 . 

证 明 . 首先 易 知 % 的 定义 是 合理 的 ,因为 如 有 
aibg=ab,bb=bb 则 a, 寺 a(9),bl 圭 b(9), 由 于 96< 9 又 已 有 a 二 
b(9), 我 们 也 有 ai 到 bi(o) 即 aib= 王 bib(%), 故 定义 是 合理 的 . 
哆 为 一 同 余 关 系 显然 .我 们 来 证 第 二 个 论断 ， 为 此 , 设 已 知 
Pe C(LVXZb)， 用 下 式 定义 工 中 一 个 二 元 关系 9: 

a=b(9) 台 ab=b0(p), (a,b e 工 ). 
关系 9 显然 是 工 的 问 余 关系 ,并 且 当 a 三 b(9) 时 有 a9=b0 当 
然 有 a0 三 b8(p), 即 有 a 三 b(p)， 这 证 明了 6< wm， 于 是 按 白 
的 定义 得 到 p= 铝 ， 这 个 表达 式 显 然 是 唯一 的 . 
C(L/ 9) 兰 [6) 不 难 验证 ,我 们 留 给 读者 去 完成 ，】 


8 5.， 格 多 项 式 


设 xbx2…xw… 是 一 列 变 元 ,我 们 可 以 像 通 常 那 样 ,利用 
运算 V 和 和 (必要 时 使 用 括号 ) 把 若干 变 元 组 成 格 多 项 式 ， 例 
如 xxaVxs(xiAx2)VxeCxiVx2)A(xaVx3A(CsVxD 都 是 . 
格 多 项 式 ， 最 多 出 现 n 个 变 元 (xuvxz>…,xn) 的 多 项 式 称 为 n 
元 多 项 式 ， 我 们 用 P@ 记 全 部 n 元 多 项 式 作成 的 集 ,PM 有 以 

3 


下 更 确切 的 定义 : 

定义 1。 P@ 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 集 : 

(1) xie POji=12…n， 

(i) pqseP® 一 pvVqpAqePo). 
P 中 中 的 元 称 为 n 元 多 项 式 . 

.对 格 多 项 式 ,引入 阶 的 概念 是 有 益 的 . 对 每 个 i,，x 的 阶 
是 1, pVq 和 pA 人 q 的 阶 都 是 p 的 阶 和 q 的 阶 之 和 . 

一 个 n 元 多 项 式 p 在 格 LL 上 确定 一 个 n 元 函数 如 下 : 

(如 果 p= xb 则 p(ab…an)=abi= lm 

( 问 如 果 p(av…aa)= aq(au…,ao)=b, 则 当 s=pVqt=p 
人 9 时 ,有 Ma ,ao)= av bittab… ,au)= aAb, 这 里 ais 
Li= 1…。m 

注意 当 p 只 含 一 个 变 元 时 ,对 一 切 as 工 有 p(a)=a， 只 
含 两 个 变 元 时 ,对 一 切 ab e L, 只 能 有 p(a,b)=a,b,aVb 或 a 
入 b.. 因为 ,在 格 中 两 个 元 最 多 只 能 演化 出 这 四 个 结果 (例如 
(aVb)Vb=aVb,(aVb) 和 人 b=b 等 再 得 不 出 新 结果 了 )， 现 
在 我 们 可 以 用 格 多 项 式 这 个 概念 来 更 确切 地 描述 非 空 集 SS 
生成 的 子 格 [S] 了 . 

定理 2。 a s [S] 的 充 要 条 件 是 存在 某 个 正 整 数 n>1 
和 某 个 n 元 多 项 式 p 以 及 n 个 元 sw…,sne S 使 得 a= plsv 
…，sJ)。 就 是 说 . 

[S]=fasL | a= Ue e S,pe PO 
其 中 1 gg lee 
。 令 A=fas gp p(s…… Sn),3 2 Sp E PO}， 其 
中 ee i=1,…,n. 对 运算 V 和 人 ,A 明显 封闭 ,因而 
作成 工 的 一 个 子 格 . 包含 S 的 任何 子 格 显然 都 包含 A, 故 
[Sl]=A. 1 
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定义 3. 所 谓 格 等 式 (或 格 不 等 式 ) 是 一 个 形 如 p= q( 或 
p< 9) 的 表达 式 ,p,q 是 多 项 式 . 

如 果 对 一 切 ab…an 2 工 都 有 p(ab…,aa)= q(ab…an)( 或 
p(at…an)<q(ab…,an)) 成 立 ,我 们 说 ,等 式 p= q( 或 不 等 式 p 
<q) 在 L 上 成 立 . 

值得 注意 的 是 ,对 格 多 项 式 来 说 ,( 在 谈 到 它们 是 否 在 一 个 
格 L 上 成 立时 ) 等 式 与 不 等 式 是 可 以 互相 表达 的 . 例如 
“p=9 可 以 表述 为 p<q 又 qxp, 而 p<q 则 与 p=p 和 人 q 和 
q=pVq 都 等 价 . 因此 今后 我 们 一 般 只 讨论 格 等 式 ,这 并 不 
会 赤 失 一 般 性 . 

. 格 等 式 的 一 个 重要 性 质 是 : 


定理 3. 如果 格 等 式 p= q 在 格 L 上 成 立 , 则 它 在 工 
的 每 个 子 格 、 每 个 同 态 像 和 LL 的 理想 格 1(L) 上 成 立 . 
如 果 对 每 个 1e A,p =d 都 在 格 志 , 上 成 立 , 则 它 也 在 直 
积 ITieAL1 上 成 立 . 

证 明 . 子 格 情形 显然 . 

. 设 g: L 一 Ll 是 一 个 满 同 态 . 我 们 先 证 对 一 切 ab…,an 

e 工 总 有 等 式 证 
9(P(ab…an)=p(p(atD 9(ao) 

成 立 ,这 里 p 是 任意 格 多 项 式 、 证 明 是 对 p 的 阶 进行 归纳 . 
当 p= xi 即 阶 为 1 时 , 有 pla…,a0)=ai 从 而 p(p(at… 
80))= 9(a)= p(p(at)…,p(ao). 设 等 式 对 一 切 阶 数 小 于 p 
的 阶 的 多 项 式 已 成 立 , 我 们 来 证 它 对 p 也 成 立 。 事实 上 ,p 
不 外 两 种 形式 ( 当 它 阶 大 于 1 时 ),p=sVt 或 p=sAt 这 
里 st 是 两 个 阶 数 小 于 pp 的 阶 的 多 项 式 ， 按 归纳 假设 有 
p(s(ak® a) = s(e(aD… ,Pan)), pla ,aa=tp(aD 
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,okta))， 从 而 当 p=sVt 时 ,我 们 有 


(plaijsao)= p(s(a1 an) V ta ea)) 
一 9g(s(atyan)Voe(L(at an)) 
一 s(p(at) mo(as))Vt(otai) .oO(an)) 
一 p(p(a)…,p(an)) 
p=sAL 时 ,可 同样 证 明 等 式 成 立 . 
现在 设 p=q 在 工 上 成 立 ， 出 于 o:L 一 Li 二 满 辐 态 , 对 
i 中 任意 元 be…,bea 有 工 中 万 a4%war 使 b= 981)i= 1 
mn， 由 于 在 工 中 有 p(aw*…*,an) = q(tn)， 在 Li 中 得 到 


p(bt…,bns)=p(p(ai)……p(an)) 一 o(p(atan)) 
一 g(q(ataa)=q(p(an ,pan)) 

i q(b ba)， 
这 就 证 明了 同 态 像 的 情形 . 

对 理想 格 情形 , 设 有 Ti……Ts s 7(L), 我 们 先 来 证 对 任意 格 
多 项 式 p 都 有 

p(Ii……Ia)=fxesL | x < pi ioic E Tok = 4,n}. 
我 们 仍然 对 p 的 阶 进行 归纳 p=*i 时 显然 成 立 ,好 阶 为 一 
时 等 式 成 立 ， 设 p 的 阶 大 十 1 义 等 式 对 一 切 阶 数 小 于 p 的 
阶 的 多 项 式 均 已 成 立 . 设 有 p=sVub 这 里 st 的 阶 低 上 P 的 
阶 ， 根据 定理 3.16, 我 们 有 


p(T) =s(Ti TV tT To) = {x EL 1x 
SivViie se)je (TT) 
按 归 纳 假定 有 让 让 Tek= 1…,n 使 得 i< s(n si) jy 
交 ， 令 让 = 站 V 认 = bon 显然 有 入 5Tok= 1 下 并 县 
Si。5io) 和 s(it… (i) 和 tin), 从 而 x<iV jg si, 


ia)V tib…io)=pfib…iao)， 这 就 证 明了 

p(Gi…Ia)SsfxeL ixx< plil ia)ir 2 Tr, 

xk = 1…n}. 

由 于 反 包 含 关系 显然 成 立 , 故 等 式 成 立 ， 当 p=sAt 时 ， 
同样 可 证 等 式 成 立 . 

现在 设 p=q 在 L 上 上 成立， 我 们 有 

P(Tiy,T)={xeL | x<plii,e,i),irc e TL} 

={xeL | x<qli,,i),ir e TL} 

=q(0o…)， 
即 p=9q 在 7Z(L) 上 成 立 . 

很 明显 ,结论 在 Te(L) 上 也 成 立 . 

直 积 情形 明显 成 立 ,证 明 从 略 ，】 

现在 我 们 来 考察 几 个 极其 重要 的 格 等 式 和 格 不 等 式 ), 以 
及 由 它们 确定 的 格 类 . 

定理 4。 对 任意 格 L, 以 下 条 件 等 价 : 

(i) azc => (8 人 Ab)Vc=aA(bvc)， 

(ii __(aAb)V(aAc)=aA(bv(aAc)). 

证 明 ，(i) = (让 由 于 a>aAc, 从 (iD) 立 即 得 出 (iD. 

(ii) = (iD)， 出 于 这 时 c=a 和 Ac 从 (iD 又 立即 得 出 人 】 

定义 5。 满足 定理 4 中 任 一 条 件 (它们 等 价 ) 的 格 称 为 模 
格 .条 件 () 或 (ii) 称 为 模 律 . 就 是 说 ,满足 模 律 的 格 是 模 格 . 

由 于 当 a>c 时 ,不 等 式 (a 入 b)V csa 人 入 (bVc) 总 成 立 ,我 
们 有 

定理 6， 格 工 为 一 模 格 的 充 要 条 件 是 对 a,bc s L, 当 a 
>c 时 有 不 等 式 

aA(bVc) 和 (a 人 b)Vvc 
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成 立 . 】 
. 这 个 定理 可 以 看 作 是 模 格 的 不 等 式 定义 . 
模 格 是 一 种 常见 的 格 ,是 本 书生 点 研究 对 象 之 一 . 
定理 7， 对 任意 格 L, 以 下 条 件 等 价 : 
(i) aA(bVc)=(a 人 bl)vV(aAc)， 
(D avV(bAc}=(aVvb)A (aVvo), 
(ii (avVbjA(bvc)A(cva) 
=(aAbV(bAcV(cCAa) 
证 明 .() 台 (iD 由 于 人 和 (i 互 为 对 偶 , 只 须 证 明 (D > 
(ii) 即 可. 这 可 由 直接 计算 得 到 : 


(avVb)A(avc)=((avb)Aa)Vv((avb)Ac) 
=aV(aAc)v(bAc)=aVv(bAc) 
(ii) = (iii)， 同样 直接 计算 可 得 


(aAb)v(bAc)V(cAa) 
=(aVbVe)A(aVb)A(bve)A(cva) 
=(aVb)A(bVc)A (cva) 

( 痢 ) = (在 ii) 中， 取 a>c 得 到 (a 入 b)yc=a 信 (b 

Ve), 即 ( 放 ) 成 立时 有 模 律 成 立 ， 再 回 到 (ii), 两 端 同 交 一 个 a， 
左 端 得 到 aA (bVc), 用 模 律 从 右 端 得 到 


a 人 \{(a 和 A\b)V(bAc)v{(cAa)) 
=(aAb)vV(cCAa)V(aAbAc)=(aAb)V(aAc) 
这 就 是 (i)、 】 
定义 8。 满足 定理 7 中 任 一 条 件 (它们 等 价 ) 的 格 称 为 分 
配 格 ， 条 件 (i)-(iii) 中 的 每 一 个 都 称 为 分 配 律 。 满足 分 配 律 
的 格 是 分 配 格 . 


从 定理 7 的 证 明 , 我 们 已 丰 

定理 9.。 分 配 格 是 模 格 . 】 

但 反之 不 然 . 容易 验证 ,72; 是 模 格 ,但 不 是 分 配 格 . 非 
模 格 的 最 简单 的 例 是 7 

由 于 不 等 式 (a 和 人 b)v(aAc)sa 和 (bvVce)avV(bAc)s(av 
b)A(avc) 和 (aAb)vV(bAc)v(cAa) 和 (avb)A(n\ cjAfcYV 
a) 总 成 立 ,我 们 有 分 配 格 的 下 询 不 等 式 定义 : 

定理 10. 格 工 为 一 分 配 格 的 充 要 条 件 是 下 询 条 件 之 一 
成 立 : 

(i) aA(bvc) 和 (aAb)Vv(aAc)， 

(ii) (aYVb)A(avVc)<av(bAc)， 

(iii) (aV b)A (bv c)A (cv a) 和 (aAb)v (bAc)v (CA 

a). 】 
分 配 格 与 模 格 都 是 本 书 的 重点 人 研究 对 象 


§ 6.， 自由 格 . 


所 调和 白 由 格 ,粗略 地 说 ,就 是 一 个 除去 (L1)-(L4) 外 不 再 满 
足 其 他 任何 格 等 式 的 格 ((L1)-(L4) 必 须 满足 因为 否则 就 不 是 
格 了 ). 

上 述 概念 过 丁 一 般 ,我 们 通常 考虑 的 是 由 一 个 生成 元 集 
生成 的 自由 格 . 不 但 如 此 ,对 生成 元 集 我 们 还 可 以 提出 某 些 
要 求 . 如 下 页 图 9 所 示 的 就 是 一 个 由 三 元 集 {x,y,z}, 共 中 
x>y, 生 成 的 自由 格 . 

事实 上 ,由 x> y 我 们 有 以 下 不等式 

yAZ 和 y 和 (xXA 人 7z)Vy 和 xA(YVZ) 和 x<xVzZ， 
yYAZz 和 XAZ 和 7 和 yVZ 和 XVZ， 


XA7<fxAz7)VYy，xA(yYVz) 和 syv7. 


由 于 我 们 考虑 的 是 自由 格 ,上 述 关系 式 的 和 均 不 能 成 立 等 号 

， 因为 ,比如 说 ,如 果 有 yAz= y, 则 y<z, 而 这 不 可 能 ,因为 三 
元 集 fx,y,z} 中 我 们 只 假定 了 x>y 而 y, z 问 并 无 可 比 关系 . 
又 如 有 y=(x 人 Zz)Vy, 则 它 也 应 在 图 10 所 示 的 格 中 成 立 ， 内 
为 这 个 格 中 有 x>y 又 (LI1)-(L4) 自 然 是 成 立 的 。 但 对 十 这 
个 格 ,所 说 等 式 显 然 不 成 立 ， 类 似 可 以 证 明 所 有 的 不 等 式 都 
是 严格 的 不 等 式 ， 于 是 我 们 得 到 白山 格 中 9 个 互 不 相 网 的 
元 按 图 9 中 的 顺序 排列 
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我 们 还 需 证 明 ,所 说 的 自 出 格 中 只 有 这 9 个 元 ， 事 实 上 ， 
根据 定理 5.2, 自 由 格 的 任何 元 都 应 是 x,y,z 的 三 元 多 项 式 
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p(x,y,z)， 不 难 证 实 ,利用 x>y 和 (LD-(L4) 可 以 把 和 -个 这 
种 多 项 式 都 化 归 为 前 述 9 个 多 项 式 之 一 ， 例如 我 们 有 xVy 
Vz=XV7,(xXA 人 y)V (x 入 7)=(x 人 7)Vy 等 ， 故 所 求 的 引出 格 
就 是 图 9 所 示 入 那个 格 . 

我 们 还 可 以 澡 虚 一 类 格 中 的 白 出 格 ,如 自由 模 格 ,自由 分 
配 格 等 。 这 里 ,前 者 指 的 是 一 个 除 模 律 和 (LTD)-(L4) 外 4 阔 足 
任何 其 它 格 等 式 的 格 ,后 者 白 然 是 在 上 述 语 句 中 把 模 律 换 成 
分 配 律 所 产生 的 格 . 下 面 图 11 和 12 分 别 是 三 元 无 序 集 
{x,y,z} 生 成 的 自由 模 格 和 和 白 由 分 配 格 的 Hassc 图 ， 验证 这 
些 图 的 正确 性 没有 原则 性 的 困难 ,但 却 非常 繁复 ,这 里 就 从 略 
Ts 

这 里 值得 提 一 下 的 是 : 可 以 证 明 任 意 n 元 集 生成 的 白 

由 分 配 格 都 是 有 限 格 . 但 1933 年 G.Birkhoff 指出 ,4 元 无 
序 集 生成 的 白 由 模 格 就 已 经 不 再 是 有 限 的 了 . 

为 了 对 和 白 由 格 的 概念 作 确 切 的 描述 ,我 们 引入 格 等 式 族 
的 有 用 概念 . 


u=(xAy)V(yA2z)V (zx) 
v=(&VDAyYVDA(zVY) 
X=(XAV)Vu 
=(XVuUAv 
y=(yYAv)Vu 
=(yVu)Av 
z=(zZAV)Vu 
=(2VUuAv 
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a=(xA7)V(7AZV(zA 人 区 
=(xVWDAIVDNEYY) 

b=(xVWA(YVD 

c=(xANDV(YANZ) 


图 12 {x,y,z} 生 成 的 自由 分 配 格 


定义 4、， 设 fp1=qi4s A} 是 一 组 格 等 式 ， 所 有 满足 这 
一 组 等 式 的 格 作成 一 个 格 族 , 称 为 由 这 一 组 格 等 式 确定 的 格 
等 式 族 ,简称 等 式 族 ,通常 记 作 KK. 
只 包 会 单元 格 的 格 族 记 作 守 称 为 平凡 族 , 它 显然 出 满足 
. 一 切 格 等 式 的 格 作成 . 
重要 的 格 等 式 族 有 全 体格 作成 的 族 革 , 刻 划 它 的 格 等 式 
就 是 (LI-(L4), 全 体 分 配 格 作成 的 族 卫 , 刻 划 它 的 格 等 式 是 
(L1)-(L4) 再 加 上 分 配 律 ,和 全 体 模 格 作成 的 族 M, 相 应 的 格 等 
式 是 (L1)-(L4) 加 上 模 律 。 我 们 有 显然 的 包含 关系 
. TsDecMecL 
; 如 前 所 述 ,自由 格 的 生成 元 集 本 身 可 以 有 一 个 偏 序 ， 我 
们 引入 以 下 确切 的 自由 格 定义 : 
定义 2， 设 P 为 一 偏 序 集 ,区 是 一 个 等 式 族 ， 格 Fk(P) 
” 称 为 偏 序 集 P 在 等 式 族 K 上 生成 的 自由 格 , 如 果 
G) Fk(P)s K, 
人 PsFk(P) 并 且 对 一 切 abceP 有: 在 P 中 


Supfa,b}=c 当 且 仅 当 在 Fk(P) 中 avb= c 又 在 P 中 
Inffa,b} =c 当 且 仅 当 在 Fk(P) 中 a 和 人 b=c. 

(ii) (P]= Fk(P), 

(iv) 设 Le 习 ,又 pg: P 一 LL 是 一 个 保 序 映射 并 满足 条 件 : 
对 a,b,ce P,( 在 P 中 )Supfa,b}=c 讨 ,( 在 工 中 ), 有 op(a)V 
q(b)=q(c), 又 (在 PP 中 )Inffa,b}=c 时 ,( 在 车 中 ) 光 9p(a) 信 
qg(b)= 9(c), 则 9 可 以 扩张 成 一 个 格 同 态 h: Fk(P)> 工 , 即 存 
在 这 样 一 个 同 态 h 使 得 对 一 切 a eP 有 h(a)= 9(a) 

偏 序 集 P 称 为 白 由 格 Fk(P) 的 生成 元 集 . 

Pp -里 一 -1L 
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Pr) 
图 13 


我 们 通常 用 i P--Fk(p) 记 从 P 到 Fk(P) 的 包含 映射 

( 即 桓 等 映射 ia) = aa e P), 条 件 (iv) 可 表 作 图 13, 图 被 了 解 

作 是 交换 的 , 即 有 hi= pg。 很 明显 这 正 是 入 件 (iv) 的 要 求 : h 
扩张 p. 


or 
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六 当 了 是 无 序 集 时 , 设 P 的 基数 |Pj= m, 则 我 们 常 简 记 Fk 
(P),Pj= m, 为 Fk(m), 称 为 飞 上 由 m 个 生成 元 生成 的 自由 格 
， 下 = 二 叶 ,和 戎 们 通常 略 去 不 写 ,从 而 有 符号 FP) 和 下 (m)， 
它们 分 别称 为 由 偏 序 集 P 和 由 m 个 元 生成 的 自由 恪 ， 图 11 
所 示 的 是 FM(3), 图 12 是 FD(3), 而 全 9 所 示 则 是 F\P), 其 中 了 
是 图 14 所 示 的 偏 序 集 : 

;自由 格 定义 中 的 条 件 (i)-(iii) 伪 很 自然 ,条 件 (iy) 所 表达 的 
则 正 是 :Fk(P) 除 去 满足 等 式 族 KK 的 慰 : 些 告 式 以 及 P 中 所 有 的 
关系 式 外 不 满足 任何 其 它 等 式 和 关系 式 这 一 至 关乎 要 的 性 质 


不 难看 出 ,定义 中 所 说 的 格 同 态 h 是 唯一 的 ， 事实 上 , 设 
x& Fk(P), 根 据 定理 5.2, 有 多 项 式 p 和 P 中 元 ab…an 使 
Xx= p(al…an)。 出 于 h 是 同 态 ,我 们 有 


h(x)= h(p(at…,aa))=p(h(ai)…,h(an)) 
=p(9(a1),.",9(aa)). 
~ 故我 们 已 有 
定理 3。 定义 2 中 的 同 态 h 由 9 唯一 确定 ，】 
P—h opm Pp—i -~p 
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Pr FE(P) 
岗 15 
不 仅 如 此 ,我 们 还 知道 ,在 同 构 的 意义 下 , 白 出 格 Fk(P) 也 
是 唯一 的 , 即 我 们 有 . 
定理 4。 设 Fk(P),FkK(P) 都 是 偏 序 集 P 在 等 式 族 K 上 生 
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成 的 自由 格 , 则 必 有 Fk(P)Fk(P). 

证 明 .考虑 图 15, 由 于 Fk(P),FF(P) 都 是 P 后 成 的 白 由 格 ， 
图 中 同 态 hh ,存在 并 有 hi=i,,h.i. =i( 在 P 上 ), 这 里 i.: P 
一 Fk(P) 是 包含 映射 。 于 是 h.h: Fk(P)>Fx(P) 是 问 态 映 
射 并 在 生成 元 集 P 上 是 恒 等 映 射 ,由 定理 3 的 证 明 可 知 , 它 在 
整个 Fk(P) 上 都 是 但 等 映射 。 同 理 hh.: Fk(P)>Fk(P) 也 
是 恒 等 同 态 ， 于 是 h 和 h. 都 是 同 构 映射 。 】 

定理 4 说 明 , 当 Fk(P) 存 在 时 , 它 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 
的 ， 但 在 什么 情况 下 有 自由 格 Fk(p) 存 在 抠 ? 并 非 在 任何 情 
况 下 都 有 这 种 白 由 格 存在 的 、 例如 取 P= 加 ;, 则 当 K = 了 或 
Miy ,都 不 可 能 有 Frk02 4) 存在， 因为 况 ,是 格 ,如 果 Fk(7s) 
是 它 在 KK 中 生成 的 格 ,Fk( 吕 9)= 网 j= 驳 s 但 况 ; 既 不 是 模 
格 ， 更 不 是 分 配 格 , 故 下 M7 s),Fo(72s) 都 不 可 能 存在 . 

Fk 存在 必需 满足 某 种 条 件 ,一 个 明显 的 必要 条 件 是 

{F) 在 KK 中 存在 一 个 格 工 使 得 PSL 并 对 一 切 a,b,ceP 
有 :( 在 P 中 )Supfa,b}=c 当 且 仅 当 (在 工 中 )aVb=c, 又 (在 P 
中 )Inffa,b} =c 当 且 仅 当 (在 工 中 )a 人 b=c. 

事实 上 , 按 白 出 格 定义 (i),(ii))Fk(P) 就 是 这 样 一 个 L， 问 
题 是 ,这 个 条 件 其 实 还 是 充分 的 , 即 我 们 有 

定理 5， 设 P 为 一 偏 序 集 , 攻 是 一 个 格 等 式 族 . 自由 格 
Fk(P) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 条 件 (中 成 立 .. 

证 明 . 条 件 的 必要 性 已 如 前 述 . 

现在 设 条 件 (F) 成 立 ， 委 虚 区 的 子 族 KK,={LeKK 1 存 
在 保 序 映射 p:P 一 L 使 得 对 一 切 a,b,ce P,( 在 P 中 有 ) 
Sup{fa,b}=c 时 (在 工 中 ) 光 p(a)V 9(b)=q9(c),( 在 P 中 有 ) 
Inffab}=c 时 (在 工 中 ) 有 pg(a) 人 gp(b)=p(c}， 由 于 下 成 
立 , KK! 中 0. 


我 们 考虑 由 P 的 元 素 构 成 的 格 多 项 式 作成 的 集 W(P). 
我 们 在 W(P) 上 定义 一 个 二 元 关系 人 如 下 : 

当 p,q e W(P) 时 ， 

Pp 三 q(A) 合 对 每 个 Le 人 ,p=9 在 L 上 成 立 . 
上 述 最 后 断 语 的 意思 是 : 当 p=p(a1…,an),q = q(b1,…,bm)I 时 
(abbj = Pii= 1…nj=1…m), 对 KK, 定义 中 的 一 切 保 序 映 
射 p 都 有 

P(g(ai)…,p(ao))=q(p(bh) ,9(bm)). 
很 明显 ,A 是 W(P) 上 的 一 个 等 价 关系 我们 来 使 商 集 
W(P)/ A={pA | pz WP)} 

作成 一 个 KK 中 的 格 . 

为 此 我 们 注意 到 , 当 p= p(ab…,aa),q9= q(b4…,bm)I 寺 必 
有 pV q=(pV q)(at ,asbb…，bm)=p(ab… ao)V q(bi, 
,be); 

pA q= (pA q)(ab… ,aabb… ,bm)= p(ab… ,ao) 人 q(b, 
…，ba)， 由 此 不 难 知 道 当 p 三 q( 人 ),r 寺 s( 人 A) 时 总 有 pV I 二 q 
Vs(A),pAr 三 qs(A)， 于 是 我 们 可 以 在 W(p)/ 人 上 规定 下 
列 二 元 运算 : 

pAVqA=(pVq)A,pA 人 gqA=(pA AA. 
不 难 验证 W(P)Y A 成 为 一 个 格 ,并 且 届 于 KK.、 我 们 来 证 ， 
W(P)/ 人 就 是 我 们 所 要 的 自由 格 Fx(P). 

( W(P)Y/AeK 已 知 . 

(ii) 当 a,beP 又 a 人 =bA 时 ,对 一 切 LeK， 以 及 一 切 
符合 条 件 的 p 都 应 有 g(a)= we(b)， 取 工 是 条 件 (F) 中 的 那个 
L， 这 时 g=i 是 包含 映射 。 我 们 得 到 a= i(a)= i(b)=b. 
换 名 话说 ,a 一 aA (as P) 是 从 P 到 W(P)/A 的 一 个 保 序 的 
单 射 。 因此 我 们 可 以 把 a 和 aA 等 同 起 来 ,而 这 就 是 定义 中 
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的 条 件 (ii). 
(ii) 对 任意 pe W(P),p=p(a1*…an),ai 2 Pji -ln. 
很 明显 有 pPA= p(aiA,…,arA), 故 有 [PP]= W(p)/ 和 A, 即 条 件 (ii) 
也 成 立 . 
剩 下 此 证 的 就 是 (iv) 的 成 立 了 ， 为 此 , 设 Le KK,p : P-~ 
工 是 一 个 保 序 映 射 潢 足 条 件 : 在 P 中 有 Sup{a,b}=c 时 在 L 
中 有 op(a)v p(b)=p(c); 在 P 中 Inffa,b}=c 时 在 LL 中 有 9p(a) 
Age(b)= p(c)， 我 们 来 证 明 ep 可 以 扩张 成 为 一 个 格 同 态 h: 
W(P)/ A—L. 
任 取 元 pA e W(P)/ A,p= p(al…,au),ais pi= 1 ,n. 
我 们 定义 W(P)/ A~L 如 下 : 
h(PA)= p(p(ah)…p(an)). 
设 有 q= q(by…ba) se WP)bjisP,j=lm 使 9A=pPA 则 p 
三 q( 人 )， 由 于 Le 天,, 按 定义 我 们 有 
h(qA)= q(g{(b1),**,9 (bm))= p(p(ai),**,p(an)) = h(pA), 
这 说 明 h 的 定义 是 合理 的 .， 当 p=aeP [时 ,h(a)= h(aA) 
= 人 (a) , 故 h 确 是 p 的 一 个 扩张 . h 显然 还 是 一 个 格 间 态 
于 是 (iv) 也 成 立 ,定理 于 是 全 部 证 完 .】 
定理 6， 对 任意 非 平凡 格 等 式 族 K 和 任意 基数 m, 自 由 
格 Fk(m) 总 存在 . 
证 明 .” 只 需 证 明 有 格 LeK 和 子 集 PSL, 使 PI= m， 
并 且 , 任 意 atb seP 在 工 中 均 不 可 比 . 
.由 于 格 等 式 族 区 非 平凡 ,有 格 K e 开 ,区 |>1， 于 是 K 含 
有 子 格 C2. 记 C,= {0,1}. 任 取 一 个 集 A 使 [A|=m. 根据 
定理 5.3, 格 L=C$sKK. 考虑 L 中 的 元 fi,4s A, 这 里 
=D8(p)=0,n 天 Aue A， 于 是 P=fi; 4e A} ES 工 是 
LL 的 一 个 无 序 子 集 .， 并 且 有 IPl=m.、】 


定理 7。 对 任意 偏 序 集 P,FH(P)= FL(P) 存 在 . 

证 明 ， 设 P 为 一 偏 序 集 ,我 们 定义 它 的 子 集 工 为 一 “ 理 
想 " ,如 果 对 一 切 ab eT 只 要 Supfa,bi 存 在 , 它 就 属 二 二 并 且 
当 asI 又 xzPpx<a 时 , 则 也 有 xsI ， 记 P 的 全 部 理想 作 
成 的 集 为 fo(P)，、 很 明显 ,在 包含 关系 导出 的 偏 序 下 ,To(P) 是 
一 个 格 ， 考虑 * 主 理想 "(al = {xeP | x<ajaeP, 它 们 是 
Io(P) 的 成 元 . 我 们 来 考虑 映射 op:P~~ 7o(P), 这 里 
q(a)=(a]， 很 明显 ,p 是 一 个 保 序 映射 . 

现在 设 a,bsP 有 Supfa,b}=c 存 在，(alV ("1<(c] 显 然 
成 立 . 如 果 有 (ahl(blsIe1olP), 则 absL 二 是 
c= Supfab} seT 从 而 (clsI， 就 是 说 (1V (bl= (cl, 也 就 是 
g(a)V 9(b)= 9(c)， 类 似 地 可 证 当 Inffa,b}=c 存在 时 有 
go(a)A gb(b)= 9(c)， 这 证 明了 格 L = To(p) 满 足 条 件 (F), 根 据 
定理 9,F(P)= FL(P) 存 在 、】 

作为 自由 格 概念 的 一 个 运用 ,我 们 证 明王 州 有 用 的 定理 . 

定理 8。 设 L 是 模 格 ,x,y,z e L。 如 果 有 等 式 xV (y 人 人 
习 = (XV 和信 (xVz 或 x 人 (yV 嫉 = (x 人 y)V (x 人 成 立 , 则 三 
元 无 序 集 fx,y'z} 在 世 中 生成 一 个 分 配子 格 . 

证 明 . 三 元 无 序 集 fx,y,z} 生 成 的 坡 一 般 的 模 格 是 图 11 
中 的 自由 模 格 . 当 x,y,z 满足 条 件 xV(y 人 7)=(xVy) 人 人 (xv 
了 时 ,在 图 11 上 相当 于 有 关系 xVu=xVv， 出 此 我 们 立刻 
得 到 xi= (xV WW 入 v= (CXxvvVAY 从 而 易 证 有 
xi=y1=z1=u=vV， 于 是 在 fx,y,z} 生 上 成 的 子 格 中 奖 形 消失 了 

”， 故 生成 子 格 是 一 个 分 配子 格 . 

对 于 等 式 x 入 (yVz)=(x 信 y)V (x 人 成 立 的 悄 形 ,可 同样 

得 证 ，〗 、 . . 
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第 一 草 习题 


1， 证 明 在 偏 序 集中 , 郊 aas 如 有 asgaa 和 … 和 ai< 
ai, 则 ai = a = =a,. 

2， 邮 元 偏 序 集 有 有 多少 逢 不同 类型? 画 出 它们 的 Hasse 
图. 

3.， 在 偏 序 集 P=(P,<) 上 定义 一 个 居间 关系 , 它 是 一 个 ， 
三 元 关系 . 当 abxsP 寺 ,我 们 避 x 居 上 ab 之 间 ,i 记 作 
faxb), 如 果 a<x<b 或 bs<x<a 证明: 

(i flaxb) = f(bxa), 

(iD f(axb),l(abx) 一 x=b, 

(iii) f(axb),l(ayx) = ffayb)， 

(iv) f(axb),l(xby),x#b = Iaby), 
(v) f(abe),f(acd) = ffbcd). 

4， 满足 (P1) 利 (P3) 的 序 关系 p 你 为 拟 序 .如 果 P= (P， 
和 ) 基 一 个 拟 序 集 , 我 们 在 P 上 定义 一 个 二 元 关系 ~ 如 下 : 

x~y © xpy 并 且 ypx, (x,y £ P). 
证 明 : (1) 一 是 一 个 等 价 类 系 ， 

( 放 ) 把 等 价 的 元 等 问 起 来 , 则 p 成 为 一 个 偏 订 . 

5.， 考虑 半 直 线 0<x< oo 上 上 的 实 函 数 集 F(0,ce)， [gz 
F(0,20) 时 ,f= 0(g) 台 有 常数 K 和 NN 存在 使 当 x>N 时 ,人 有 
人 (x)<Kg(x)， 证 明 这 样 得 到 (0,20) 上 的 一 个 拟 序 . 

6， 设 p 是 集 X 上 一 个 二 元 关系 , 作 X 上 定义 二 元 关系 


o nF: 
xgy 人 台 存在 元 序列 x =a1, =y 合 得 对 一 切 i 
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这 里 xyy,a; se Xji=1,……n， 证明 关 系 c 有 传递 性 . 
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7. 证 明 在 格 的 定义 的 四 个 条 件 中 ,(L1) 可 以 从 其 余 条 件 
推出 ,因而 是 多 余 的 . 

8. 证 明 在 偏 序 集 P 中 ,如 果 对 a,b,c se P,bVvc,av (bvc) 
和 avVb 都 存在 (这 里 按 定义 xVy= Sup{x,y}), 则 (aVb)vc 也 
存在 ,并 有 (avb)vc=av(bvc). 

9 偏 序 集 P= (P,< ) 称 为 是 满足 升 链 条 件 的 ,如 果 P 中 
任何 上 升序 列 ai 和 az 入 … 委 an 入 …. 都 在 有 限 处 终止 , 即 存 
在 正 整 数 m 使 得 as= a=…. 证 明 当 P 满足 升 链 条 件 
时 ， 对 每 个 元 ae P, 都 有 P 中 的 一 个 极 大 元 g 使 得 a<g. 

10， 问 图 16 所 示 黄 个 Hasse 图 所 示 的 偏 序 集 是 否 是 
格 ? 


(a) 人) 
网 16 


11， 设 义 = {a,b} 是 一 个 二 元 集 ， 令 P=(P,<) 是 X 的 
全 部 二 元 关系 作成 的 偏 序 集 ( 以 集 包含 关系 为 序 ), 试 作出 P 
的 Hasse 图 .对 三 元 集 X= {a,b,c} 作 同样 的 事 . 
12.， 作 全 部 六 元 格 的 Hassc 图 . 
13， 在 格 LL=(L;V ,人 ) 中 定义 三 元 关系 9 如下: 对 
ax,b 2 L, 
‘lth $0— 


gg(axb) 人 a 人 Ab 和 xs<aVPb. 

证 明 习 题 3 中 的 居间 关系 『 的 许多 性 质 对 9 也 成 立 ,但 性 质 
(i) 不 行 . 

14， 设 G 为 一 群 ,对 任意 子 集 ScG 用 [Sl 记 S 生成 的 子 
群 。 证明 映 射 S~[S]l 是 G 的 子 集 格 到 G 的 子 群 格 的 一 个 满 
的 并 同 态 . 

15$， 证 明 有 限 链 C 的 同 余 关 系 与 把 C 分 成 若干 区 间 的 
分 划 成 一 一 对 应 . . 

16， 证 明 痪 , 是 单 格 , 但 况 ; 不 是 . 求 出 况 ; 的 同 余 关系 格 . 

17. 证 明 对 格 工 的 任意 元 a,b, 映 射 f 工 一 [aA baV 
blfx)= ((aAb)Vx)A(aVb), 是 一 个 满 的 保 序 喘 射 , 它 有 不 动 
点 (有 xs Lf(x) =x) 并 且 是 等 等 的 , 即 有 下 = 上 

18， 证 明 当 n>6 时 ,任意 n 元 格 都 含有 一 个 恰好 由 6 
个 元 作成 的 子 格 . 

19，- 证 明 对 于 作为 (2,2) 型 代数 的 格 来 说 , 双 射 间 态 是 同 
构 . 

20， 证 明 格 的 任意 非 空 子 集 都 是 子 格 的 充 要 条 件 是 
L 为 一 链 . 

21， 证明 对 有 限 格 工 有 T(L) 兰 L， 问 有 限 这 个 限制 词 
能 否 取消 ? 

22， 设 9: LK 是 格 工 到 格 K 的 一 个 同 态 ， 证 明 (i) 
对 任意 Te 7(L) 有 p(D eT(K);(i) 对 任意 ]s 7K) 有 97 (Dz 
I(L);(iii) 问 对 于 素 理想 ,(i)、(ii) 是 否 还 成 立 ? 

23.， 证 明 如 果 K 是 工 的 子 格 , 则 K 同 构 于 I(L) 的 一 个 
子 格 . 

24， 证 明 如 果 况 ;与 1(L) 的 一 个 子 格 同 构 , 则 它 也 必 与 
荆 的 一 个 子 格 同 构 . 


25. 构造 一 个 格 使 它 有 一 个 巴 子 集 不 是 任何 同 余 关系 
的 一 个 完整 的 同 余 类 . 

26. 作 四 元 链 C4 的 同 余 关 系 格 的 Hassc 图 . 

27.， 确定 图 9 所 示 的 格 的 同 余 关系 格 . 

28. 试 举 出 CUL)sL 的 格 工 的 例 . 

29.， 证 明 7(L) 是 条 件 完备 的 . 即 它 的 任何 有 上 界 的 非 
空子 集 S 都 有 上 确 界 VS= Sup S 存在 . 

30， 证 明 格 工 的 每 个 真理 想 都 是 素 理 想 的 充 要 条 件 是 
L 为 一 链 . 

31.“ 设 9g :LK 是 格 工 到 个 的 满 同 态 ， 如 果 K 
有 最 小 元 0, 则 理想 g (0) 称 为 同 态 p 的 核 寺 起 

给 出 一 个 格 和 它 的 一 个 理想 了 使 得 I 不 可 能 是 任何 癌 态 
的 核 理想 . 

32，n 元 多 项 式 p(x…xn) 称 为 在 格 L 上 是 真正 n 元 的 
,如 果 多 项 式 中 出 现 的 变 元 (对 L 来 说 ) 没 有 和 多余 的 ， 例如 在 
任意 格 上 多 项 式 P(x,y)=xV (xA y) 不 是 真正 二 元 的 ,因为 实 
际 上 P(x,y)=x.， 证 明 真 正 的 三 元 多 项 式 在 分 配 格 上 有 9 个 ， 
在 模 格 上 有 19 个 . 

33， 设 悉 尺 eA} 是 一 族 格 等 式 类 ,证 明 K= 人 keAK， 
仍 是 一 个 格 等 式 类 . 
“， 34、 设 P={0,a,b},Inffa,b}=0. 证 明 对 任意 非 平凡 等 
式 族 K ,有 Fk(P) 守 FQ2). 

35， 举 出 一 个 同 构 p : Fk(P) 一 Fk(P) 的 例 ,使 得 在 P 上 
9 不 是 恒 等 映射 。 

36， 设 p 为 一 偏 序 集 , 开 ,了 是 两 个 格 等 示 式 类 ,又 已 知 
白 由 格 Fk(P)，FN(P) 都 存在 ， 证 明 : 当 KN 时 ,存在 满 同 
态 9:Fk(P)->FN(P) 使 得 在 P 上 9 是 恒 等 映 射 . 


37， 设 P= fa,bcja<b, 确 定 F(P)FMCP) 和 FED(P). 
38.， 对 于 平凡 等 式 族 字 , 证 明 fT(P) 存 在 的 充 要 条 件 是 
Pl=1. 
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3$1.， 基 本 性 质 


先 令 述 两 个 有 几 的 关 十 模 格 的 判定 条 件 . 

定理 1。 格 L 是 模 格 的 充 要 条 件 是 它 不 含 任何 五 边 形 
况 s( 作 为 子 格 ). " 

证 明 . 必要 性 是 明显 的 ,因为 根据 定理 I.5.3, 模 格 的 子 格 
还 是 模 格 ,但 况 , 是非 模 的 . 

.对 充分 性 我 们 用 反 证 法 . 设 定理 的 条 件 成 立 , 但 二 不 是 
模 格 . 于 是 工 中 有 三 个 元 abjc 使 a>c 但 (haAb)vc<aA(b 
Vc)， 令 x=aA(bvcy=(aA 人 Ab)vcz=hb,; 我 们 有 x> yx 志 
zy 头 z. 事实 上 ,如 有 有 x=z, 则 b<a, 从 而 bvc<a(aAb)V 
c=bVc=aA(bvc) 而 这 是 不 可 能 的 . 间 样 可 证 y 关 z， 由 
于 xVz=yVz=hvcxA 人 z=yAz=3aA 人 Ab,fxy,zaAbbVvcit 
作成 工 中 一 个 五 边 形 , 这 与 假设 相 和 矛盾 , 故 L 是 模 格 ，】〗 

定理 2。， 格 是 模 格 的 充 要 条 件 是 对 工 中 任意 三 元 
abc; 当 az>b 时 总 有 

aVc=bvcaA 人 c=bAc 一 a=b. 

证 明 . 如 果 L 不 是 模 格 , 根 据 定 理 1, 它 含 一 个 五 边 形 
fasb,cusv}, 其 中 a>b 但 aVc=bVc=v,a 和 c=b 人 c=u, 从 
而 定理 的 条 件 不 成 立 , 故 条 件 是 充分 的 . 

反 过 来 ,如 果 工 是 模 格 , 则 直接 计算 得 到 : 

a=aA 人 (avVc=aA(bVc) 
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-车 。 


=(aAc)Vb=(bAcvb=b. } 
模 律 还 有 以 下 等 价 形式 . 
定理 3， 格 工 是 模 格 的 充 要 条 件 是 对 任意 abceL 都 


aA(bVc)=aA 人 (bbA(avc)vc). 
证 明 . 当 工 为 模 格 时 ,由 于 aVc>c, 我 们 有 
aA(bA(avc)vc)=aA 人 (avVc)A 人 (bVc) 
=aA 人 (bVec) 
故 条 件 必要 . 
反 过 来 ,如 果 工 不 是 模 格 , 它 有 五 边 形 子 格 和 2 
=fa,b,c,u,v}, 其 中 a>b.， 于 是 有 : 
| aN\(cVb)=aN\v=a, 
aN\{((cA(aVb)vVb)=a 人 \((cAa)vb) 
=aN\(uVb)=aAb=b, 
定理 的 条 件 不 成 立 , 故 条 件 是 充分 的 . 】 
以 下 推论 将 是 有 用 的 
推论 4. 设 工 是 模 格 ,a,b,c e 工 , 则 
(avVbjAc=0 => aA 人 (bvcj=aAb 
(本 定理 的 结论 被 有 的 作者 称 为 消去 律 ). 
证 明 : 直接 计算 即 可 得 到 


aA(bvc)==aA(avb)A(bvc)=aA(bVv((aVvb)Ac)) 
=aNb. 】 

模 格 的 一 个 基本 人 性质 是 : 

定理 4( 同 构 定理 )， 设 工 是 模 格 , 则 对 任意 ab es L, 总 


[aavb] 兰 [aAb'bl]. 
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证 明 . 定义 两 个 映射 如 下 : 
9: [aaVbhH~[aA 和 Ab,b]，o(x)=xA 和 Ab. 
wy: [aAb,bh>[aaVblj, y(y)=yVa. 
对 任意 x fa,aVbj 有 
Vo(x)=Yy(xAb)=(x 人 人 b)Va= x 人 (bVa)=x, 
对 任意 ys [a 信 b,b], 又 有 
9y(y)=9(YyYVa)=(yVa) 和 Ab=yV(aAb)=y， 
由 此 知 p 和 由 都 是 单 射 , 剩 下 只 要 证 明 它 们 中 有 一 个 保 序 就 
行 了 . 任 取 xi,xz zfaaV bb 9(xX1)=xI 八 bD<x2 作 
b= p(x». ..】 
由 于 定理 5, 在 模 格 中 , 当 [aav b] 和 [fa 人 b,b] 中 有 一 个 是 
末 区 间 时 , 男 一 个 也 必然 是 过 区间 ,故我 们 有 
推论 6， .在 模 格 L 中 ,对 任意 ab zs 有 
a<avb © a 人 Ab<b. 


wm 


人 
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应 该 注意 , 问 构 定理 $ 的 逆 定 理 是 不 成 立 的 . 我 们 把 实 

效 付 控 荫 通 大 小 顺序 作成 的 无 穷 链 暂 记 作 Cs。。， 取 A,B 使 

ASC-sB, 但 AnB=@， 在 L=AwBuwfce,-ce}j 中 引入 下 
6 


列 偏 序 ， 对 一 切 x Au B, 规 定 -coe <x<co; 当 xy 回民 A 
或 同属 B 时 ;xy 保持 原 在 A 或 B 中 的 磊 序 ;A 中 任何 元 与 B 
.中 任何 元 均 不 可 比 .( 见 图 17) 这 样 工 作成 一 格 并 显然 不 是 
模 格 ,但 对 任意 ab s L,[aaVvVbFz[aA bb] 总 成 立 ， 这 个 例 说 
明 闻 构 定理 的 逆 不 成 立 。， 但 在 附加 条 件 下 ,有 以 下 结果 . 

定理 7. 设 工 为 一 格 . 如 果 对 一 切 abe LL, 区 间 [a,avV 
bj 和 [aA bb] 都 在 互 逆 映射 

9: [aavbh=[aAbbl p(x)=x 人 人 b 和 和 

y: [aA\b,blj™[a,aV b), y(y)=yVa 
下 同 构 , 则 工 是 模 格 . 

证 明 . 设 c>a, 则 c 人 (aVb)& [a,aVb], 我 们 有 : 

cA(aVb)=yop(cA(avVb))=y(cAb)= (cAb)Vva, 
这 正 是 模 律 所 要 求 的 】 

作为 同 构 定理 的 应 用, 我 们 来 证 明和 要 的 Kurosh-Orc 
定理 . 先 引进 几 个 定义 . 

定义 8。 asL 称 为 格 工 的 一 个 并 既 约 元 ,如 果 


a=XVy 一 x=a 或 y=a (x,y E L). 
对 偶 地 ,a 称 为 交 既 约 元 ,如 果 
a=xAy 一 x=a 或 y=a (xy 2 DL). 


定义 9。， a LL, 如 果 a=alV…Vao, 这 里 a1…,ao 都 是 格 
工 的 并 既 约 元 ,我 们 说 a 有 了 一 个 并 既 约 元 分 解 。 如 果 琢 达 
式 中 任何 一 个 ai 都 不 能 去 掉 , 则 我 们 说 分 解 是 无 丈 的 ， 这 时 
对 一 切 i,1<ign, 都 有 


a>fhi=alV""Vai-iVaitl V.Van. 
对 偶 地 ,可 以 定义 交 既 约 元 分 解 和 无 丈 的 交 既 约 元 分 解 . 
定理 10 (Kurosh-Orc) . 设 工 为 一 模 格 ,a L. 如 果 
a=aliV…Vas=blV…Vbn 是 元 a 的 两 个 并 婚约 元 分 解 , 则 
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对 每 个 at<i<n, 都 有 bi ,1< j<m, 使 得 
3a 一 aiV…Vai-1VbiVair1V…Van 一 aiVhbij 


成 立 。 当 分 解 无 效 时 ,还 有 m = n. 
证 明 ， 由 于 a =biV*…Vbm,a; < a, 我 们 有 
a= (fi VbrD)v…v(avba) 


a 一 aiVai 


ai‘k 


ED 
“ Na, 


. 图 18 

、 其 中 对 一 切 j= 1,…,m,a;Vbje [a;,al, HH 于 aiVa;=a ( 
图 18) , 由 同 构 定理 5, 有 [a;,al 关 [a; 信人;,ai], 在 这 个 同 构 关 
系 中 ,元 a 对 应 于 元 ai. 几 于 ai 是 并 婚约 元 , 自然 也 是 区 
间 [ai A aai] 上 的 并 弃 约 元 ,从 而 出 于 癌 构 ,a 是 [ai,a] 上 的 
并 既 约 元 . 于 是 由 上 述 分 解 式 知道 : 必 有 让 1< js< m, 使 
得 a = 人 ;Vbj 成 立 , 即 定理 的 第 一 结论 成 立 . 


现在 考虑 第 二 论断 .利用 已 证 明 的 结果 , 先 取 i = 1， 
有 ji:t<ji<m, 使 a=biVvVazVv…Vvan=blV…Vbn. 
对 这 个 等 式 再 用 已 知 结果 ,对 i=2 义 有 ij2: 1<jz<m, 使 
得 a=bi Vbj; VasV"…Vas=biV"…Vbn. 这 样 重复 n 
次 得 到 : 

a=binVbiz VVbis =biV"*Vbn 
由 于 a = biV*…V ba 是 无 更 的 ,作为 指标 集 应 有 fj 
= {l,m}, 故 有 mn. 同样 由 a=aiV…Vas 是 无 蓝 


加 


分 解 ,又 有 nm 于 是 当时 个 分 着 均 无 效 时 ,我 们 得 到 mm 
=n. 了 

定义 11.， 区 间 [a,bb[c,dl 你 为 是 相似 的 ,如 果 有 av 
d=b,a 人 d=c( 图 19(a)), 或 bvVc=d,p 人 c=a( 图 19(b)). 


pe & 
ns 
(9 (VW) 
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符号 是 [a,b]N [c,d] 或 [a,b]7 [c,d]. 
我 们 说 区 间 [a,b] 和 [cd1 互 机 是 射影 的 ,如 果 存 在 一 串 区 间 
[ab]= [xy 小 [xzyzj……,[xwynj= [c,d] 
使 得 对 每 个 i= 1…n 一 1 ,区 间 [xiyil 和 fxisoyir 相 似 . 
根据 同 构 定理 ,在 模 格 中 ,相似 区 间 回 构 ,互相 射影 的 区 间 


也 同 构 . 
下 述 定理 在 群 论 中 是 众所周知 的 .。 
a 本 b) 
(at 和 AbD)Va Ab 一 (ai 人 AbD)Vb 
(ai 人 AbjVa (aAb)Vb 
从 b) 
7 
3aA 和 hb ai 人 Ab 
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定理 12 (Zassenhaus 的 蝴蝶 ). 设 L 是 模 格 ， 
aoatbbi e 工 满足 条 件 a< auvb<b 则 我 们 有 

[(aiAb)va'(ai 人 blvafaAbJyvb(at 和 bbDyVvb]. 
事实 上 ,通过 中 间 区 间 [(a 信 bD)V (at 入 bjatA bl 上述 两 个 区 间 
是 相互 射影 的 (上 页 图 20). 

证 明 . 利用 模 律 ,根据 条 件 a<al,b<b， 直接 进行 计算 
。 令 x=(aiAb)Vay=ai 人 bi, 我 们 有 : 

.XxXVy=(atAb)YVav(aiAb)=(ai 和 AbuDVa， 
xAy=((ai 和 人 Ab)Va)A(aliA 人 bl)=(aiAb)V(aAbiyD) 
就 是 说 有 

[f(a 和 人 Ab)vVa,(aiAbD)Vval [a 和 b)v(a 和 bi),aiA bi] 
同样 可 证 

[(aA b)Vv (aA bi),aiN bl 7 [laA bi)YV b,(atA bDV 
b]. 】 

下 面 我 们 讨论 有 关 有 限 链 的 几 个 问题 . 

定义 13， 格 中 有 限 链 a=x,<x,<*…<x。=b 称 为 男 
一 有 限 链 a=ygy,<… <ys=b 的 一 个 加 细 , 如 果 每 个 
y{j= 1…,m) 都 是 某 个 x;(i= 1,…,n). 

连接 a,b 的 两 个 链 a= xit<x<…<xe=b 和 a=yi 和 yz 
<… 和 < 和 ynm=b 称 为 是 等 价 的 ,如 果 区 间 族 {fxi,xinbi=,*…,n 一 1} 
与 {[yyyx 出 j= 1,…,m} 之 间 存 在 着 某 种 一 对 一 的 对 应 关系 (这 
时 自然 有 m =n), 使 得 对 应 的 区 间 相互 都 是 射影 的 . 

有 限 链 a=xi<xzs<… <xs=b 称 为 一 个 极 大 链 ,如 果 对 
每 个 i= 1,……,n 一 1, 都 有 Xxint([xixitl] 是 素 区 间 ). 很 明显 , 极 
大 链 不 可 能 在 有 实质 的 加 细 . | 

定理 14 (Schreicr 加 细 定 理 ). 在 模 格 L 中 ,连接 元 
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aba<b' 的 任意 两 个 有 限 链 都 有 等 价 的 加 细 . 
证 明 : 设 a=x<x<…<x=ba=y<ys< 收 和 yn=b 

是 连接 a<b 的 两 个 有 限 链 ， 令 - 

Xi= Xn AYDVX (= ln-1j=1…m) 

yi= CAY) VY (= lnj=1…m 一 TD 
以 下 关系 式 明 显 成 立 : 

Xij 和 xijtbyiis yiirl 
Xim= (Xitt 人 b)VxXi= Xitb Xirll= (xirz 人 a)V xin = Xin 


同样 有 Yin= Yi = Yi 于 是 我 们 有 以 下 加 细 : 


8 一 XI 一 XI 入 Xi 入 … 和 入 Xim 一 X2 一 X2I 委 X22 反 
和 Xa-im 一 Xa 一 b 
3 一 y1= 一 yi 和 yi 和 入 yin 一 y2 一 yY21 ys 
Sym-in=ym=b 
除 等 式 不 计 外 ,以 上 两 链 各 有 (n-1)(m 一 1)+1 个 元 ,从 而 构成 
=-Dm-D 个 区 间 ， 考虑 区 间 [xipxijn] 与 [ywyiinl， 在 
Zasscnhaus 定理 中 , 令 a= xpai= xiknrb= yjbi=yrb 立 刻 得 知 
两 区 间 是 相互 射影 的 ， 】 
把 Schreier 定理 用 到 极 大 链 上 ,立刻 有 
定理 15 ((Jordan-Hildcr 定理 )， 设 工 是 模 格 ,a= 总 
x2<…<xas=b 和 a=yt<yz<…<yn=b 是 连接 元 ab 的 两 
个 极 大 链 。 必 有 m= nm: 并 且 区 间 族 {[xixirdJi= ln-t 和 
fbyiyirj= b…or1 之 间 存 在 着 一 个 使 对 应 区 间 相 互 射 影 的 
一 对 一 关系 . .】 . 
现在 设 工 为 一 不 含 无 穷 链 的 有 和 界 模 格 . 根据 
Jordan-H6lder 定理 ,连接 最 小 元 0 和 最 大 元 1 的 极 大 链 都 
由 相同 个 元 作成 ,或 者 说, 它们 都 包含 相 问 个 素 区 间 ， 我 们 把 
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这 种 区 间 的 个 数 称 为 格 工 的 长 , 记 作 ZL)， 对 任意 元 ae 
L,[0alsL 也 是 模 格 . 我 们 令 1(a)= !((0,aD 称 为 元 a 的 长 
、 按 这 个 定义 ,1(1)=17(L). 

当 a<b 时 ,我 们 有 

1(b)=7(a)rl (fa.b)) 
这 里 [fab] 也 是 模 格 . 当 a=b 1, 我 们 自然 应 规定 
1({a,a])=0. 由 于 在 模 格 中 [aav bE jfa 信 5,b] 问 构 , 我 们 有 有 
l(aVvb)-i(a)=i(a,av b)] 
=1((aA b,b])=/(b)-/ (a b) 
这 就 证 明了 关于 模 格 的 

定理 16( 维 数 定理 ).。 对 有 限 长 的 模 格 L 中 对 任意 元 
aib 都 有 以 下 等 式 

l(aVb)+ti(aAb)=1(a)+!(b) 
成 立 ，】 

模 格 在 抽象 代数 中 大 世 出 现 ， 下 述 定理 于 1900 年 第 一 
个 为 R.Dedckind 所 知 , 因 此 有 的 作者 又 把 模 格 称 为 
Decdckind 格 . 

定理 17. 任意 群 G 的 全 体 正规 子 群 作成 模 格 . 

证 明 . 注意 这 里 正规 子 群 格 的 运算 就 是 第 一 章 32 例 4 
中 子 群 格 的 那些 运算 . 设 HK 是 G 的 任意 其 个 正规 子 群 ， 
不 难 验 证 HV K=HK= fhklhe H,k se K}, 当 然 还 有 HA 
K=HAK. ; 

设 H,K,N 是 G 的 任意 三 个 正规 子 群 ,又 He2N.， 我 们 
来 证 明 HAKNS(HNK)N.， 任意 取 元 as HAKN, 我 们 有 
heHkeKneN 使 Ra=h=kn， 于 是 k=hn1s H( 由 十 日 
2N)， 就 是 说 kasHnK. 从 a=kn 得 到 ae (HAN 
K)N. 1】 


类 似 地 ,不 难 证 明 , 任 意 环 的 全 体 左 { 磅 三 理想 作成 模 格 ; 
当 R 为 一 有 单位 元 的 环 时 ,任意 R( 左 或 右 ) 模 的 全 体 子 模 也 
作成 模 格 ;如 此 等 等 . 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 引入 右 肝 的 无 类 集 的 概念 . 
定义 18.。 设 工 为 一 有 0 区 的 格 ， 子 集 IcL-f0} 称 为 
一 个 无 关 集 ,如 果 对 工 的 任意 两 个 有 限 子 集 X 和 Y 都 有 
VXAYY=VIXnY) 
由 定义 立刻 知道 Ts=L-f9} 是 无 关 集 的 充 要 条 件 是 工 的 
每 个 有 限 子 集 都 是 无 关 集 . 
定理 19. 设 工 为 一 有 0 元 的 模 格 ,有 限 子 集 TI= fauv 
…，ani SL-{0} 是 无 关 集 的 充 要 条 件 是 
(avV…Vai)A 人 ari=0 
对 一 切 i= 1,…,n-1 成 立 . 
证 明 . 必要 性 显然 . 
对 于 充分 性 , 苦 虑 两 个 集 X,Y s 工 先 假定 XmY= 下 . 
设 Xuw Y 中 出 现 的 脚 标 最 大 的 元 是 av, 不妨 假定 ageY， 在 
本 节 推 论 4 中 , 令 a= VX,b=V(Y-{fax)),c=aw、 出 十 现在 
有 
(avb)Ac=(VXVV(Y-{a}l) Aar 
<(alV Va 人 \ a=0 
我 们 得 到 aA (bv c)=a 人 b, 邮 VXA VY= VXA V 
(Y-fau)， 这 样 我 们 就 消去 了 XuwY 中 一 个 元 而 保持 所 求 
的 交 不 变 。 继续 这 样 做 下 去 ,总 会 出 岗 X,Y 中 有 一 个 是 单元 
集 ,而 男 一 集中 所 有 元 的 脚 标 都 小 于 这 个 单元 的 脚 标的 情况 ， 
就 是 说 ,总 有 VXAVY=0=V®@=V(XuY). 
对 于 一 般 情形 形 ,我 们 有 : 
VXAVY=VXA(V(Y-X)v V(Xn Y)) 
三 而 二 


=V(XNY)V(VXAV(Y-X))= V (XA Y), 
这 里 VX 人 V(Y-X)=0, 因 为 Xn (Y-X)=®. 】 


8$2， 半 模 格 


在 $ 1 中 我 们 知道 ,作为 同 构 定理 的 推论 ,对 模 格 来 说 ,总 

有 
aAb<a 台 b<avb， (ab 任意 二 元 ). 

有 些 重要 的 格 并 不 满足 这 个 条 件 而 只 满足 其 一 部 分 ,这 
导致 以 下 概念 . 

定义 1， 格 工 称 为 一 个 半 模 格 ,如 果 对 任意 ab e L 有 : 

(SM) aA 人 b<a = b<avb 
对 偶 地 ,如 果 总 有 : 


8a<avb = 8 人 b<b 
则 工 称 为 一 个 下 半 模 格 . 


OE 
Ny 


We 
图 21 


相应 地 , 半 模 格 有 时 也 称 为 上 半 模 格 . | 
如 前 所 述 , 模 格 既 是 半 模 格 也 是 下 半 模 格 . 但 反之 不 然 ， 
图 21 所 示 的 格 既 是 半 模 的 ,也 是 下 半 模 的 ,但 它 不 是 模 格 . 
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图 22 所 示 蚌 棒 个 非 模 的 半 模 格 国 例 

定义 2. 设 工 是 格 ,ab s 工 ,我 们 说 元 b 最 多 复 盖 a, 如 果 
有 b>a 或 b=a. 

利用 定义 2, 半 模 格 有 以 下 等 价 定义 


2 


你 22 


定理 3， 格 L 是 半 模 格 的 充 要 条 件 是 对 任意 元 a,b,c e 
工 有 

(SM?) b>a = bvc 最 多 复 盖 av cc. 

证 明 . 设 工 为 半 模 格 ,又 abce 工 有 by>a， 如 果 bvec 
头 aVc 则 b< 扩 avc 从 而 a<bA 人 (avc)<b， 由 上 a<b, 有 bb 
入 (avc)=a<b， 按 定义 ,avc<bv(avcj=bvc 央 (SM)) 
成 立 . 

反 过 来 , 设 有 (SM)) 成 立 , 又 ab L,a 和 人 b<a， 于 是 有 
b=(aAb)Vb<avb 或 b=avb， 但 后 者 不 能 成 立 ,因为 否 
则 有 a<b, 从 而 aAb=a 与 假设 aAb<a 和 矛盾 ， 故 只 能 有 
XaVb, 妈 工 是 半 模 的 . 】 

有 些 作 者 把 满足 上 列 条 件 : 

(SM;3) aN\bXab = ab<avb 
的 格 称 为 半 模 格 . 很 明显 ,我 们 有 (SM1),(SM,) = 一 (SM)). 
但 反 过 来 不 成 立 (读者 试 举例 说 明 这 一 点 )， 不 过 ,在 工 不 会 
无 穷 链 时 ,我 们 有 以 下 定理 ， 

定理 4。 对 不 含 无 穷 链 的 格 L,(SM3) 与 (SM1),(SM2) 等 
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价 . 

证 明 . 只 需 证 明 (SM ;) be (SM)) 

设 (SM;3) 成 立 ,又 ab e LaAb<a， 不 妨 设 ab 不 可 比 
. 设 

a 人 b=x,<x,<*…<x,=b 
是 连接 aAb 到 b 的 一 个 极 大 链 . 根据 假设 条 件 ,这 样 的 极 
大 链 存 在 。 如 图 23 所 示 , 我 们 来 证 明 对 一 切 i= 1x…n 都 有 
<aVvxb 从 而 特别 有 b= xso<aVvxn=aVb, 这 就 是 SM). 


aVb=aVx, 
aV Xn SS 
/ 


由 于 a 入 b<a,xz, 我 们 有 aAb=aAxz( 央 为 a,x, 不 可 比 )， 
从 而 根据 (SM3) 有 x2<aV x2， 设 对 于 i 已 有 xXaV x 我 们 
来 证 明 xisw<aV xin， 由 于 xi<xiruo 再 注意 到 我 们 在 (aV xi 
Axitt= xi 事实 上 xi<(av xAxirtsxirb 但 不 可 能 有 (aV 
xzA xi= xirb 因 为 否则 由 x:<xin<aV xi 将 得 出 xirt=aV 
各 从 而 a<xit<b 与 ab 不 可 比 的 假设 相 矛 质 ， 故我 们 已 证 
得 (av xi)A xni=xi<aV xsxirt 于 是 由 (SM3) 得 到 xirtK(a 
Vxi)Vxiri=aVxil， 归纳 法 于 是 完成 3 

仿照 模 格 的 情形 ,对 一 般 格 我 们 也 可 以 引入 格 的 长 和 元 
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的 长 的 概念 . . 

定义 4. 设 工 为 一 有 0 元 的 格 ,如 果 [0,al] 上 有 最 长 的 极 
大 链 , 其 长 为 n, 则 我 们 说 元 a 长 为 n, 记 作 !(a)=n,， 如 果 [0,a] 
上 没有 最 长 的 极 大 链 , 则 我 们 规定 1(a)= co. 如 果 工 有 办 
义 1(1) 为 一 有 限 数 , 则 我 们 说 LL 有 有 限 长 “7(L)=1(1). 

很 明显 ,这 里 的 长 的 概念 是 $ 1 中 关于 木 含 无 穷 链 的 模 
格 中 相应 概念 的 推广 . ， 

应 注意 格 工 不 含 无 穷 链 与 它 有 有 限 长 是 两 个 木 亲 的 概 
念 、 下 区 所 示 的 就 是 一 个 有 界 格 , 它 没有 有 无穷 链 ,但 地 不 是 有 
限 长 的 . . a 


对 于 半 模 格 ,我 们 有 : 
1=a,=bn 1=a,=b,=a,_1Vb, 
aa- an-) 

C [4 c! of 

1 VD 

aa aiybi 

1 ai bi 

0=a0=bo 0=ao=bo 
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定理 $5 (Jordan-Ha5ldcr 性 质 )。 在 在 路 长 的 半 模 格 中 ， 
任意 两 个 极 大 链 等 长 . 

证 明 . 设 C= faoato…:an10= ao<alKe Ka,= 1 是 半 
模 格 中 一 个 极 大 链 ,n = 71(L)， 我 他 帅 妇 纳 法 江 明 工 中 任 
何其 它 极 大 链 都 有 长 n. 

当 n=1 时 ,定理 显然 成 立 ， 假设 定量 对 长 <n 的 半 模 格 
已 经 成 立 ;我们 来 证 对 1(L)= nn 总 站 工 也 成 立 ， 设 
C'= fbuwbbaj0=bo<bi<…<ba=1 直 不 同上 CC 的 工 
中 另 一 极 大 链 ,我 们 证 明 有 有 m =n. 分 下 种 消 形 讨论 : 

I， bi<an_i( 见 上 页 图 2S(a))， 了 到 [b,.a。)] 上 任 一 极 大 链 
C?*， 由 于 C-fa4 和 faoiw C" 都 是 半 找 格 *as il( 半 模 格 的 子 
格 显然 还 是 半 模 格 ) 上 的 极 大 链 ,又 Cias; 显 然 长 n-1 按 归 
纳 法 假定 fao}u C?* 也 长 n-1。 另 一 方面 ,C'-{fao} 与 Cu {ao} 
都 是 [b1) 上 的 极 大 链 ,又 都 有 长 m-1 但 fao}uC" 与 Cu 
fao} 显 然 同 长 , 故 有 m-1=n-1, 好 m=n. 

卫 ，bi< 杰 ai 这 时 由 于 at<an=1 有 biV 
au_i=1， 由 于 bi>bo=0 有 biAar-=0， 从 而 内 定理 4 的 
证 明知 道 ,对 一 切 i= 1…n-1 有 ai<aivbl， 出 此 可 知 对 一 
切 i= 1…n-1 都 不 能 有 aiV bi= ai V bi, 因 为 否则 有 aiV 
bi= aryliVb>ari>ab 这 当然 不 可 能 故 由 定理 3 知道 有 ai 
Vbi<aimVbi 从 而 

bi<aiVbi<…<avbi=1i 
是 [b) 上 的 极 大 链 ,其 长 为 n-1, 又 C 一 fb%} 也 是 这 种 极 大 链 ,， 
但 其 长 为 m-1.、 故 又 得 到 m-1=n-1, 邮 m=n. 】 
” 定理 6。 对 有 限 长 的 格 L, 以 下 条 件 等 价 : 


(i) (SM?):L 是 半 模 格 . 


ms 已 


(iD (SM2): 对 一 切 a,b,c 6 Lib>a 二 bvVc 最 多 复 

盖 avec. 
(ii) (SM35): 对 一 切 a,b es L,aAb<a,b = ab<avb. 
(iv) a,bce L,a < b,C 是 [fa,bl 上 的 极 大 链 , 则 D 

二 {xVc | x& Cl 是 flavVc,bV cl 上 的 极 大 链 . 

(v) a,bs L, 有 il(aVvb)+!(a 人 \b) < 1(a) + 1(b). 

证 了 明 .。 GG)~(iii) 等 价 已 知 (定理 3 和 4)， 了 又 (iv) 与 (让 ) 显 然 
是 等 价 的 ， 故 需 要 证 明 的 只 是 条 件 (Y). 

(iy) 一 (VW)， 由 于 G)-(iy) 等 价 ,这 时 工 有 Jordan-H6ld- 
cr 性 质 ， 任 取 [aAb,a] 上 一 个 极 大 链 C, 其 长 为 1(a)-1(a 信 
b)，D= {fxV blxe C} 是 [b,aV b] 上 的 极 大 链 , 其 长 为 1(av. 
b)-1(b) ”由 (iv) 知 道 C 的 长 >D 的 长 ,由 此 就 得 到 1(av 
b)+!(aAb)<1(a)+1(b) 

(v) 一 《iii (ii 明显 在 子 格 (0] 上 上 成立， 设 xs 工 ,我 们 
假定 对 一 切 y s L,y<xufii) 在 (上 已 经 成 立 ,我 们 来 证 它 在 (x] 
上 也 成 立 ， 由 于 工 有 有 限 长 ,这 样 一 来 (iii) 就 在 上 成 立 了 
， 任 取 ab s (xj, 设 有 a 和信 b<a,b，a 不 能 是 x, 因 为 否则 有 a 
入 b=b 与 a 人 bXb 北 盾 . 按 归纳 假定 ,(ii) 在 (a] 上 成 立 , 于 是 
有 1(a)-1(a 信 b)=1.， 出 (v) 我 们 得 到 

1(avVb)<i(a)ti(b)-i(aAb)=1(b)+1 
这 说 明 avb=b 或 avb>b. 出 于 aVb=b 等 价 于 a 人 
b=a 不 成 立 , 故 有 bXaVb.、 同 理 可 证 a<avb. 1】 

对 偶 地 有 以 下 定理 

定理 7。 对 有 限 长 的 格 L, 以 下 条 件 等 价 : 

(i) 工 是 下 半 模 格 . 

(ii) 对 一 切 abce L,b>a = bAc 最 多 复 盖 aAc 

(iii) 对 一 切 ab, s Lab<avb 二 aAb<a'b. 


(iv) a,b,c 2 L,agb,C 是 [a,b] 上 的 科大 链 . 则 D= fx 从 
clx EC 是 [ra 和 cb 和 cl 上 的 
(v) a,bz L, 有 l(av bili(a bi 
出 定理 6 和 和 7, 对 有 限 长 的 模 格 有 有 :; 
定理 8， 有 限 长 的 格 L 是 模 格 交友 
模 格 又 是 下 半 模 格 . 
条 件 的 必要 性 已 知 ， 对 于 充分 宫 训 二 和 于 入 一 个 站 
趣 的 概念 . 
定义 9， 格 工 寺 一 个 实 羡 数 vG 和 祭 广 工 的 一 个 贼 
值 ,如 果 对 任意 xy & 工 都 有 : 
V(XVY)+v(xXAy)= v(x -sy) 
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如 果 还 有 
X<y = v(x)< viy) 
. 则 v(x) 称 为 正 赋值 
一 个 格 L 连 问 它 上 面 的 一 个 下 贬值 v 称 为 一 个 度量 格 
定理 10。 度量 格 是 模 格 . 
证 阴 . 设 工 为 一 度 往 格 ,v(x) 基 它 上 上 疝 的 正 赋值 ， 由 十 
x 之 ZI 时 ,我 们 有 xAyANz=y 人 ?2, XVyV7=xVy, 
Vv((XAYy)V7Z)= v(xXAy)+v(7) -v(x 人 yA 人 7) 
= V(X)+v(y)+v(7)—v(x Vy)-v(y 人 7), 
v(xA(yVZz))= v(xX)tv(yV 7)-v(x Vy V7) 
=v(x)+v(y)+v(7) 一 v(XVy)-v(Y 入 7 
可 见 V(x 入 YV2z)= vxA(yYVz)， 由 于 vv 是 下 赋值 ,从 (x 人 
Vzsx 人 (yV zz) 得 到 (x 入 y)Vz=x 八 (yV 7), 弛 工 为 一 模 格 
】 
定理 8 的 证 明 . 我 们 只 乱 证 明定 塌 条 件 成 立时 工 为 … 
度 贡 格 邮 可 事实 上 ,由 于 工 既是 半 模 格 义 是 下 半 模 格 ,根据 
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于 6 和 7 的 (我 们 有 
i(av by+ti(s /Pb)={(a)+!(b) 
改 长 两 数 1(x)x e 工 , 基 工 胡 一 个 由 值 ， 它 显然 还 是 一 个 下 
赋值 , 故 工 是 度 全 格 . 】 
我 们 把 共有 一 个 正 赋 舍 v(x) 的 格 L 称 为 度 基 格 ,是 因为 
在 这 种 格 工 上 可 以 定义 一 个 度 汪 使 之 谨 为 一 个 度 贡 襟 间 . 
事实 上 ,对 于 任意 xy 2 工 ,我 们 可 以 定义 ; 
P(X,yY}= v(xX Vy)-v(x A y) 
不 难 验证 ,p 满足 度 证 三 条 件 : 对 任意 x.y,z 6 工 ,有 
() p(X,y)z0,0(%,y)=0 3 x=y, 
(ii) p(x,y)= p(y,x) 
(iii) p(x,72) < p(x,y)+p(y,7) 
人. 显然， 对 于 ( 语 ), 由 开 


v(xVy)+v(y V2)=v((x Vy)V(yV 7)) 
+v((xXVYy)A(yV Zz) v(x Vy V7)+v(y), 
v(xAy)tv(yA7)=v((XAy)V (yA7)) 
+v((xXAY)A (YAN7)) < vy)+v(xAyA7) 
两 式 相 减 ,得 到 
p(xy)+p(y,7)>v(xXVYVzZz)-v(XAYA7) 
ZVv(xXV7)-v(xA7)= p(x,7) 
这 就 是 (iii) 
作为 本 节 的 结 来 ,我 们 引入 点子 和 原子 格 的 概念 ,并 在 半 
模 格 中 讨论 原子 集 (由 若干 原子 作成 的 集 ) 的 无 关 性 条 件 : 
定义 11.。 设 工 为 一 有 0 元 的 格 , peL 称 为 工 的 一 个 
原子 ,如 果 有 p>0. 
L 称 为 一 个 原子 格 ,如 果 对 工 中 每 个 元 x 夫 0, 都 有 原子 p 
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使 得 px. 

原子 的 下 述 性 质 虽然 简单 但 非常 有 用 . 

定理 12. 设 p>0 是 格 革 的 原子 , 则 对 任意 元 xyeL 都 
有 : 

(i) p=xVy = p=x 或 p=y, 即 原子 是 并 既 约 元 ， 

(ii) pAx=0 或 p 和 人 x=p. 

证 明 . (i) p=xVy 时 ,有 0<x<p. 由 于 p 是 原子 
总 =x 或 x=0, 但 后 者 给 出 p=0Vy=y. 

(iD 对 任意 xs L,0<pAx<p， 于 是 立即 得 出 p 和 人 x=0 
或 p 和 x=p. 】 

定义 13， 设 工 为 一 有 单位 元 1 的 格 ，qe 工 称 为 世 的 
一 个 对 偶 原子 或 反 原子 ,如 果 q<1. 

对 偶 原子 总 是 交 既 约 元 ,并 且 对 任意 x e 工 都 有 xVq=1 
或 xVq=q、 . 

关于 原子 集 的 无 关 性 ,我 们 有 以 下 定理 . 

定理 14， 设 I= fp…,po} 是 半 模 格 L 中 一 个 有 限 原 子 
集 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(i) I 是 无 关 集 ， 

( 刘 对 i= 1…n-L 有 (ptV…VPp)Apri=0 

(iii) LI(prV** Vp)=n. 

证 明 ，(i) = (ii) ”显然 

(ii >> (iD 当 ( 训 成 立时 ,由 于 有 pi>0=(pPiV…VPpi 
入 pit: 于 是 按 定义 有 ptV…VYpiY pin>piV "Vpili=1, 
…，n 一 1)， 由 此 得 出 

piVv* ODI VR 

即 !(piV…Vpaj=mn 

(ii) 二 (i) 企 取 子 集 X,Y slL 令 a=VXAVY,b= V(X 
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个 说), 式 们 来 证 明 ( 汪 成 立时 总 有 a=b, 即 (0) 成立. 
囊 实 上 ,根据 定理 6 的 (v), 束 们 有 
1(VX)+L(VY)>LCVXVYVY)+I(VXAYVY) 
即 : 
(a)gI(V XI /YY)-I(V (XU Y)) 
=|XHIYFXuwY [XA Yi=/(V(X NY))=1(b). 
这 里 由 于 (i 说) 有 (AX,=1X! 对 任意 XT 成 立 . 
另 一 方面 ,显然 有 a >h. 凡 而 又 有 !(a) 这 1(b) 
于 是 1(a)=1(b)， 再 用 3>5, 就 得 出 a=b.， 】 

定义 1$. 设 A 是 覆 工 的 一 个 原子 集 ,SCA 是 A 的 一 
个 子 集 . 如 果 对 每 个 原子 ps A 都 有 有 限 子 集 S1 SS 使 得 p 
VS1, 则 我 们 说 子 集 S 张 成 A. 

定理 16. 设 A 是 半 模 格 的 一 个 原子 集 ,TS A 是 一 个 
无 关子 集 , 又 S: IsS cA 张 成 A, 则 存在 A 的 一 个 无 关子 集 
丁 满足 条 件 IsJES,J 张 成 A. 

证 明 . 设 X 是 满足 条 件 ITeXss 的 所 有 无 关子 集 X 作 
成 的 集 ， 广 显然 不 空 ， 任 取 -- 链 Cs XX. 由 于 集 的 无 关 性 
由 它 的 有 限 子 集 确定 ,LJC 是 无 关子 集 , 故 交 满 足 Zorn 引 理 
的 条 件 . 于 是 XX 中 有 极 大 元 J 存在， 我 们 来 证 明了 张 成 
A， 为 此 ,我 们 只 需 证 明了 张 成 S. 

任 取 pe S， 如 果 psJ, 则 没有 什么 需要 证 明 的 ， 因 此 
不 妨 设 pe S-J_ 于 是 Ju fp} 不 再 是 无 关 的 了 . 从 而 有 了 
的 有 限 子 集 开 使 Jiu fp} 不 是 无 关 集 ， 根据 定理 14, 有 71(V 
Wiufp?))<II+1 但 LVJD=IDI 双 VOUiu fp})> VJ 我 
们 得 到 V(Jiv fpD)=VJ, 从 而 有 p<VJo 就 是 说 工 张 成 
S.、】 
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8$3.， 有 被 模 格 


定义 1， 设 工 为 一 有 界 格 ,as L， -如 果 有 元 beL 使 得 
avb=1,aAb=0 

则 我 们 说 b 是 a 的 一 个 补 元 ， 这 时 ,a 也 是 b 的 补 元 . 

如 果 工 的 每 个 元 都 有 补 元 ,我 们 说 工 是 一 个 有 补 格 . 

注意 补 元 可 以 多 于 一 个 ， 下 图 中 ,无 论 交 ;还 是 如 ;中 元 
sb 都 是 元 ec 的 补 元 ， 但 其 者 义 有 所 不 同 ， 在 WM 中 ,a,b 不 
可 比 ;而 在 加 ;中 雪 有 a>b.， 我 们 说 ,看 况 ;中 元 c 有 疯 个 可 
比 补 . 

定义 2. 如 果 格 工 中 ,有 补 元 的 补 元 总 是 一 个 ,我 们 说 格 
工 有 了 崔 一 补 ，L 称 为 有 了 崔 一 可 比 补 ,如 果 工 中 没有 任何 元 有 
鸯 个 可 比 的 补 元 ， 


图 26 . 


定义 3， 如 果 格 工 的 全 个 区 间 [a,bl 作 为 子 格 都 是 有 补 
格 , 即 对 每 个 元 x e fab] 都 有 ye [a,b] 使 得 xVy= b,x 人 y= a， 
则 我 们 说 工 基 一 个 相对 有 补 格 .x,y 互 称 为 对 方 在 [a,b] 上 的 . 
” 相对 补 . 
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注意 有 补 格 与 相对 丰 补 格 基 上 个 互 不 包含 的 概念 六; 
让 有 有 补 格 人 得 多 知 它 不 是 相对 有 和 补 格 。 有 界 的 相对 有 补 格 自 
然 是 有 补 格 ,但 下 例 是 柑 对 有 有 补 格 ,二 不 是 有 补 的 . 

例 .， 全 了 到 一 个 无 穷 集 E， 今 ={AEE | A 有 限 } 按 集 
包含 关系 ,L 是 一 个 格 . 容易 证 明 工 是 相对 有 补 格 ,但 它 不 是 
在 补 格 , 央 为 它 没有 最 大 元 ， 

对 于 模 格 ,我 们 有 以 证 定理 . 

定理 4。 有 补 模 格 是 相对 有 补 的 . 

证 明 . 设 工 为 一 有 补 模 格 ,[a， EN 个 区 间 .， 任 取 
此 xz[abl]， 取 x 在 工 中 的 一 个 补 抑 7 令 y=(zVa)Ab=(7 
和 Ab)va， 显然 有 ys [ab], 利 用 xVvVz=1 利 xAz=0, 立 刻 得 
到 

xVy=xVv((zVa)Ab)=(xVzVa) 人 b=b 
XxAy=xA((7Ab)Va)=(x 和 AzAb)Va=a 
这 说 明 y 是 x 在 [a,bl 上 上 的 补 元 ，】 

由 定理 1.2. 有 以 下 唯一 性 定理 . 

定理 5。 有 补 模 格 有 唯一 可 比 补 ，】 

有 有 趣 的 是 ,定理 4 利 定 埋 5 的 结论 可 以 反 过 来 刻 划 有 补 
模 格 . 就 是 说 ,我 们 有 

定理 6。 有 界 格 L 是 有 补 模 格 的 充 要 条 件 是 工 相对 有 
补 并 且 有 了 唯一 可 比 补 . 

证 明 . 只 有 充分 性 宕 要 证 明 .， 根据 定理 1.2, 只 寄主 明 
对 任意 三 元 besLa>b 可 以 从 avc=bVvcaAc=bAec 
推出 a=b， 事 实 上 ,由 于 [0,cl 是 有 和 补 格 ,对 a 人 ce [0,c] 有 相对 
补 元 usefocl， 由 于 fu,1] 也 是 有 补 格 , 义 u<c<aVc<tlavVc 
在 ru, 上 义 有 彬 对 补 匹 v, 于 是 我 们 得 到 

aVvZ>bVv=bV(bAc)}VuVvyv 
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=bV(aA 人 cvVuvv=bvcvv=avcvv=1i 
bAv< 和 aAv=aA 人 (avVc)Av 
=aAUuU=aAcAu=0 
这 说 明 a,b 是 元 v 的 凑 个 可 比 补 , 上 是 人 a=b， 1】 
我 们 注意 到 在 上 述 证 明 中 ,实际 上 并 未 全 部 用 到 工 机 对 
有 补 这 一 条 件 ， 册 到 的 只 是 对 一 切 a,b s 工 ,区 间 [0,b] 和 !{a,11 
都 有 补 , 换 句 话说 ,用 到 的 是 下 述 性 质 . 
定义 7， 设 工 为 一 有 0 元 的 格 。 如 果 对 一 切 be 工 ,发 
间 [0,b] 都 有 补 ,我 们 说 工 其 截断 有 补 的 ， 对 于 有 1 的 格 工 ,如 
果 对 一 切 as La,1] 者 有 补 , 则 我 们 说 L 是 对 偶 截 断 有 补 的 ， 
就 是 说 ,L 的 对 偶 格 是 截断 有 补 的 . 
于 是 ,我 们 有 以 下 推论 . 
推论 8， 有 界 格 L 是 有 补 模 格 的 充 要 条 件 是 L 截断 有 
补 和 对 偶 截 断 有 补 并 且 有 唯一 可 比 补 ，、 1 
下 述 定理 给 出 有 补 格 是 截断 有 补 和 和 对偶 截断 有 补 的 一 个 
充分 杀 件 . 
定理 9， 如 果 有 补 格 L 是 原子 格 并 有 了 唯一 可 比 补 则 L 
截断 有 补 和 对 偶 截 断 有 补 . 
证 明 . 我 们 分 成 几 步 来 进行 . 
工 设 xpsgLp>0, 又 xVp>x, 则 对 xVp 的 任何 补 元 
都 有 xVt<1, 即 xVt 是 对 偶 原 子 
事实 上 ,我 们 有 
pV(xXVt)=(xVp)V1i=1>xV!, 
因为 x 和 At<(xVp)At=0, 又 x 利 xVp 可 比 ,这 里 不 能 再 有 x 
v1= 1， 于 是 我 们 知道 p 蕊 xVt， 册 于 p 是 原子 ,有 p 人 (xY 
D= 0( 定 理 2.12)， 这 说 明 xVt 是 p 的 一 个 补 元 ， 我 们 证 明 
它 是 对 偶 原子 .假设 有 ye 工 使 1>)>xVt， 自 然 和 pV 


y 一 1， 如 有 pAy 关 0 则 pAy=p 从 而 有 p<y,pV 
y=y<1, 这 不 可 能 , 故 必 有 pAy=0. 即 y 也 是 p 的 补 元 ， 由 
jy 之 xV 4 我 们 得 到 y=xVit, 凤 xv1 是 对 偶 原 子 . 

册 ， 对 每 个 xeLx 夫 1 都 有 对 偶 原 子 q<1 使 得 x<q， 
换 句 话说 工 是 对 偶 原 子 格 ( 妈 对 介 格 证 原 症 格 ). 

加 果 x=0.， 任 玫 工 中 一 个 原 十 p，x,p 显然 满足 工 中 
的 条 件 ， 于 是 对 p=0vop 的 任何 补 无 ,9q=0vVt=1<1 满足 
此 求 ， 

如 果 x 夫 0, 则 由 于 x 大 1,x 的 任 一 补 元 y 夭 0， 于 基 有 虎 
于 pgsy， 如 有 xVp=x, 则 pgsx, 从 而 有 x 人 y>p 不 可 能 , 故 
有 xVp>x， 再 由 I,q=xV1t 合 二 所 求 . 

出 于 有 补 和 有 可 比 补 都 是 白 对 偶 性 质 ,对 工 证 明成 立 的 
命题 的 对 偶 命 题 在 工 中 仍 成 立 ， 因 此 ,由 1 和 二 推出 . 

册 ， 如 果 x,q 8 L,q9<1 义 x 人 和信 q<x, 则 对 x 入 q 的 任何 补 
亡 t 都 有 有 0<xA 人 1. 

IY， 如果 x,p 2 工 义 p>x 人 p=0, 则 xVp>x. 

今 a=xVp， 出 xXAp=0 知 道 *vp>x， 设 b 是 a 的 
补 元 ,出 工 知道 1>xVb， 令 1=a 人 (xVb), 我 们 说 有 1<a. 
因为 否则 a<xvb 从 而 1=avVb<xVob 这 不 可 能 .现在 我 
们 来 证 只 要 a>y>x, 就 有 ty- 

中 实 上 ,由 于 这 时 有 a=pVa>pVy>pVx=a， 故 有 Pp 
Vy=a 由 此 推出 pAy=0<p， 出 于 yVp=a>y 又 yV 
p=a 有 补 元 b, 由 [有 1>yVb, 但 yvb>xVvVb 又 已 知 1>x 
Vb, 只 能 有 xVb=yVb>y, 从 而 :=a 人 (xVb)>y， 由 于 
a>1>x, 上 述 结论 说 明 有 a>t. 

以 下 只 需 证 明 t=x 就 行 了 

为 此 ,我 们 取 { 的 一 个 补 抱 w, 我 们 证 明 x 也 是 w 的 补 匹 
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好 然 们 xYV(aAw)s<a 这 里 必 有 等 号 成 立 . 央 为 否则 可 
取 xV (a 入 w) 作 为 上 面 所 说 的 y% 从 而 得 到 t>xv(aAw)>a 
AwiaAw<&tAw=0， 而 内 一 方面 义 有 1T=tVw< 和 avw. 
上 是 w 在 互 措 的 可 比 补 a 和 这 不 可 能 ， 故我 们 有 xV(a 和 
w)=a. 从 而 得 出 

xVw=avwPtLVw=1xAw<tAw=0. 
这 说 明 x 也 是 w 的 补 元 ， 由 于 xg4, 有 t=x, 二 是 以 著 证 . 

V .， 如 果 在 工 中 有 x>y, 则 存在 原子 pal 使 p<x, 但 
p 宗 y. 对 偶 地 ,存在 对 偶 原 子 qe 工 使 9zy 但 q 丰 x. 

假设 一 切 p<x 都 有 p& 和 y， 任 取 y 的 一 个 补 雹 v， 出 
于 x> yx 不 是 v 的 补 元 , 故 右 x 和信 v>0， 十 是 有 了 原子 px 人 
v， 但 由 假设 应 有 p 和 y 从 而 有 p<vAy=0, 这 当然 不 可 能 
。 对 偶 地 ,可 证 第 二 -断言 成 立 . 

MI， 对 任意 xysL 有 x 人 y<x 台 y<xVy， 就 是 说 
L 有 区 是 上 半 模 的 又 是 下 半 模 的 . 

设 有 xAy<x.， 由 V ,有 原子 p<x 但 p 芯 xAy， 于 基 x 
>pV (xAy)>xAy， 第 二 等 式 不 能 成 立 故 有 x= pV (x 人 
y)， 从 而 由 TY 得 到 

xVy=pV(xXAy)Vy=pVy>y 
因为 由 p 全 x 入 y 显然 有 p 和 人 y=0， 对 偶 地 可 证 男 一 半 结 论 

妊 ， 最 后 来 证 工 是 截断 有 补 和 对 偶 截 断 有 补 的 . 

任 取 xs 工 ,我 们 证 明 区 间 [0,x] 有 补 ， 不 妨 设 x 夫 0， 任 
取 y<x,y 关 0， 设 v 是 y 的 一 个 补 元 ， 令 z=xAv: 我 们 证 明 
z 是 y 在 [0,xl] 上 的 补 元 ，yAz=0 显 然 ,需要 证 的 是 yV 
z=x.， 根据 V ,只 要 证 明 原子 p<x 时 总 有 p<yVz 就 行 了 . 

现在 设 有 原子 p&x， 如 p<y 或 p<v 中 有 一 个 成 立 , 自 
然 有 p<yVv z.， 因此 ,我 们 可 以 假定 pAy=0=p 人 人 v， 于 十 


肯 BY 知 道 pvy>y。， 由 唱和 定理 2.3 的 对 偶 , 我 们 有 : 
vA(pVy)=vAy=0 或 vA(pVy)>0 
由 于 vVVpVy= 4b 等 式 不 能 成 立 , 因 为 否则 pvVy>y 也 将 是 v 
的 补 元 ,而 这 不 可 能 .， 故 只 能 有 
s=vA(pVy)>0 
出 上 xyYp, 我 们 有 =vAxPvA(pvy)- ss 又 因为 (pVS)V 
y=pVy>y,iH Vt 
pVs>(pVS)AY=r 
这 里 rAs=(pVs)AyAvA(pVy)=0<s， 再 由 有 rvs> 
,从 而 pVs>rvVs>r， 这 就 得 到 pvs=rvs, 并 由 此 推出 
yV7>rVs=pVsz>p 
定理 于 是 证 完 ， 了 
出 推论 8 和 定理 9 立刻 有 
推论 10. 如 果 有 补 的 原子 格 L 有 唯一 可 比 补 , 则 工 是 
模 格 . 


$4， 几何 格 与 模 几何 格 


定义 1.。 设 工 为 一 完备 格 . aeL 称 为 L 的 一 个 紧 
元 ,如果 有 工 的 子 集 S 使 得 a < V5, 则 必 有 S 的 有 限 子 
集 S1 使 得 a < VS 

完备 格 称 为 代数 格 ,如 果 它 的 每 个 元 都 是 紧 元 的 并 . 

代数 格 的 重要 例子 是 理想 格 和 同 余 关 系 格 . 

定理 2。 如 果 格 L 有 最 小 元 0, 则 理想 格 7(L) 是 一 个 代 
数 格 . 
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证 明 . 根据 定理 1 .3.19, 这 里 I(L) 是 完备 格 . 我们 
证 明 对 任意 元 a e 工 , 主 理想 (a1 是 1(L) 的 紧 元 . 事实 上 ， 
如 果 有 SSs7TGL) 便 (alsVS=fxasLIx 
<itv…VviniisTj=1l…nTeSi 则 当 S， 
=fT 和 ToyssS 时 ,明显 有 (aljsVS 由 于 对 任 
意 Te7(L) 都 有 

I=Vfallacli 

7(L) 是 代数 格 .  】 

定理 3. 任意 格 L 的 同 余 关系 格 C(L) 都 是 代数 格 . 

证 明 . 根据 定理 1 .4.7,C(L) 是 完备 格 ， 我 们 来 证 
册 对 任意 ab : 工 总 存在 的 主 同 余 关 系 

bla,b)= 人 fose C(L)la = b(9)} 

是 C(L) 的 紧 元 . 事实 上 ,如 有 Ss CL) 使 8(a,b)< VS,， 
则 有 a = b(VS). 按 定义 ,存在 元 序列 a =chcna = 一 b 利 
同 余 关 系 8905…,ga-i es S 使 得 对 一 切 j= 1m 一 1 有 ci 
三 Ci#1(9i).， 令 S1={901,…,9n-1}SS, 我 们 有 &a 
三 b(VS1), 从 而 8(a,b) < VS1,6(a,b) 是 C(L) 的 紧 元 . 

对 任意 be C(L), 显 然 有 

0="V{0(a,b)la = b(0)} 

故 C(L) 是 代数 格 .】 

定理 4。 代数 格 L 的 区 间 [a,b] 是 代数 格 . 


证 明 . [a,b] 显然 是 完备 的 . 没 C 是 工 的 紧 元 集 , 则 
对 每 个 ce C, 当 c<b 时 cva 是 [abl 的 紧 苑 . 事实 上 ， 
- 如 有 子 集 S se [a,bl 使 cva< VS, 则 c< VS. 于 是 有 限 
子 集 S1 ES 使 c < VS ,当然 也 有 cva<VSi. 就 是 
说 ,cvVa 是 [a,b] 的 紧 元 . 现在 任 取 x s[a'bl 由 于 工 是 
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代数 格 ,x = VVC,CiEC. jx-avx=ay VC 
= Vfavck eC 册 下 这 里 ca <b, 千 太 说明 [a,b] 伐 
然 为 一 代数 格 .， 】 

定义 S$.， 格 工 称 为 一 个 几何 格 . 姑 天 它 是 半 模 的 诛 季 的 
代数 格 ,并 且 它 的 紧 匹 正好 是 珠 于 的 : 了 并 

定理 6 几何 格 工 的 区 间 [a,hl 旦 几何 格 . 


证 明 . 设 工 是 几何 格 .fa,b] 是 一 个 区 间 ,用 定理 十 知 
道 [a,b] 是 代数 格 . fa,bl 的 半 模 这 湖 蜡 我 们 来 证 [ab] 
有 原子 集 fpVa | p>0,p 守 a,p < b1， 由 jp 守 4 ,pa 
=0<p, 根据 半 模 性 有 pvVa>a. Hijpva<pb, pv a 
是 [a,b] 的 原子 . 反 过 来 , 没 pi>a 赵 [fa:bl 的 皮革 代 
有 pl 和 b. 按 定义 ,pi 基 工 的 原子 的 并 ,很 好 显 、 这 旦 原 
子 中 至 少 有 一 个 p 有 p 杰 a. 对 下 p 和 pi 所 b, 已 
知 pVa>a.， 但 pva<pi, 故 有 有 pi=pVvVa. 这 就 证 明了 
集 fpva | p>0,p 厅 ap 和 bi 正好 其 fa,bl 的 皮子 焦 ， [abl 
显然 是 原子 格 . 鲁 下 过 此 证 明 的 其 ,fa,b] 的 全 部 紧 元 正好 
是 它 的 原子 的 全 部 有 限 并 . 

设 c1 是 [a,b] 的 一 个 紧 元 ,cy = VS,S 是 工 的 一 个 皮子 
集 . 这 里 每 个 pe S 都 有 p<c: < b.， 黄 端 辣 并 一 个 a， 
我 人 有 ci=ciVa=V{ipVa 1peS}. 这 里 pvVa>a 
或 pvVa =a 视 p 生 a 或 p<a 而 定 . 后 一 种 情形 的 项 显然 
可 以 略 去 . ”由 ci 的 紧 性 知道 有 有 限 子 集 S1 s 5S, 使 ci 
=Vfpva | peSi}, 芭 ci 是 [a,bl 的 诛 子 的 有 限 并 . 反 
过 来 ,[a,b] 的 原子 的 有 限 并 显然 是 紧 的 . 定理 于 是 证 : 
完 . 】 


定理 7. 设 工 是 几何 格 . L 中 有 有 限 长 的 元 作成 的 


Es 


全 I 是 L 的 一 个 理想 ,I 是 半 模 的 , 它 的 每 个 元 都 是 工 的 紧 
元 ,并 且 有 LL 实 7(D. 

证 明 . 设 absT. 当 cs& 和 a 时 有 1(c) 和 </ (a)， 
故 ceT. 出 于 [a 入 b,a] 的 长 =1(a) 一 1(a 入 b) 有 有限， 出 
定理 2.3,[b,a Vb] 的 长 也 有 限 , 故 1(aVb) 有限 ,从 
而 aVb eT, 凤 了 是 一 个 理想 . 工 半 模 ,以 及 它 的 元 是 工 的 
紧 元 显然 . 要 证 的 是 L 兰 7(D.， 考虑 映射 p: 工 一 7， 
这 里 bp(a)=fxsllx<aasL. 由 于 LL 的 元 都 是 原子 
的 并 ,a = Voe(a), 故 0 为 一 单 射 . 任 取 Je7(T)， 令 a 
=VJ ,我 们 有 op(la)J 但 当 x 6 g(a) 时 ,x<a=VJ, 由 
于 x 是 紧 苑 ,有 有 沁 子 集 J1 SJ 使 x < VJ1 J, 从 而 又 
有 wo(a)sJ. 于 是 g(a)=J,p 又 是 满 的 . 作为 偏 序 集 ,p 
与 9 -! 显然 保 序 , 故 9 为 一 问 构 .】 

定理 8. 几何 格 是 有 补 格 , 并 且 是 相对 有 补 格 . 

证 明 .由 于 定理 6, 我 们 只 溪 证 明 第 一 结论 . 设 L 
是 几何 格 ,a e L,a 关 0. 设 A 是 <a 的 原子 集 的 一 个 极 大 
无 关子 集 . B 是 一 切 读 a 的 原子 作成 的 集 . 根据 定 
理 2.16, 存 在 一 个 极 大 无 关 集 I 满足 条 件 A SETSAUB,XI 
张 成 AuB， 今 b=V(I 一 A)， 由 VA=a,VI=1, 了 我 
们 有 avb=1， 令 c=aAb. 如 果 c 关 0, 将 有 原子 p<c， 
于 是 有 p<a=VA,p<b=VI-A)， 由 p 的 紧 性 ,有 有 
限 子 集 XsA,YsI 一 A 使 p< VX,p< VY, 从 而 Pp 
<VXAVY=V(XnY)=V@=0, 这 不 可 能 . 从 而 aAb 
.=0, 即 b 是 a 的 一 个 补 元 . 】 

定义 9， 我 们 称 (A,” ) 为 一 个 闭 包 空间 ,如 果 A 是 一 个 
非 空 集 , “~ "是 从 短 集 P(A) 到 白 身 的 一 个 满足 条 件 
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(G1) XESX;XSY 一 往 E 了 7 又 过 = 丈 
的 映射 ,这 里 义 c A 的 像 记 作文 . 

闭 包 空 间 中 满足 条 件 又 = X 的 子 集 X 称 为 闭 集 ， 吕 
然 ,对 任意 XS A, 双 是 包含 X 的 最 小 闭 集 . 

定理 10. 设 (A，) 为 一 闭 包 空间 , 则 

L(A, )= {XIXSA} 
( 即 全 体 闭 集 ) 对 集 包含 关系 来 说 是 一 个 完备 格 , 对 一 切 5 
SL(A,) 有 八 S= 门 S$. 反 过 来 ,如 果 LcP(A) 对 于 任 
意 (集合 ) 交 封闭 , 则 
又 = 有 YeLY=X} 
确定 一 个 闭 包 空间 (A，) 使 得 X = A 为 一 闭 集 当 且 仅 
当 XzL. 

证 明 . 作为 练习 题 贸 给 读者 . 】 

定义 11. 如 果 一 个 闭 包 空 间 (A，) 还 满足 以 下 条 件 : 

(G2) x 8 文 , 则 必 存 在 有 限 子 集 X; SX 使 x 又 1, 则 
这 个 闭 包 空间 称 为 一 个 代数 闭 包 空间 . 

对 于 代数 闭 包 空间 , 我 们 有 : 

定理 12.“ 代数 闭 包 空间 (A，) 的 闭 子 集 格 L = L(A, ) 
是 代数 格 . 

证 明 . 由 定理 10,L =L(A,) 是 完备 格 . 考虑 工 的 
紧 元 ， 我 们 证 明 ,有限 子 集 的 闭 包 作成 工 的 全 部 紧 元 . 
事实 上 , 设 X= 叉 1,X1 有 限 , 又 有 SsL 使 X=X1<VS 
二 US 对 每 个 元 ae 又 1, 有 US 的 有 限 子 集 X。 

二 fy"yyne yi Yie Si=1,…,ns, 使 得 ae 双 ,Ss VS 
这 里 $S。= fYiYu}sS 是 S 的 有 限于 集 . 由 此 知 X 
=X1< Vaex fa}l < Vax VS,，<VSi, 这 里 Sil 
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=VaexS。 是 S 的 有 限 子 集 , 即 X 是 工 的 紧 元 . 反 过 
来 ,如 果 X 是 工 的 紧 苑 . 由 于 X< Vffaila eX}, 我 们 
有 Xi = {falw…,an} SX 使 得 X< Vf{faiYi=1,…n}<) 
< 双 =X, 故 X= 又 1 因此 ,X= 又 1,X1 有限 ,是 XX 为 L 
的 紧 元 的 充 要 条 件 . 由 于 任意 闭 集 X 都 有 XX 
= Vffx}lx e X},L 是 代数 格 . 】 

定义 13. ”如果 代数 闭 包 空间 (A,-) 还 进一步 满足 条 
件 : B 
(G3) B=0, fxi={x} (xzA), 
(G4) xeXufy} 但 xEX 则 yeXufx}, 
则 (A,) 称 为 一 个 几何 . 

对 一 个 几何 来 说 , 代数 格 工 = L(A,) 的 最 小 元 是 中 
由 于 单元 集 是 闭 集 , 它 属 于 工 并 且 是 工 的 原子 . 于 是 我 们 
可 以 把 A 的 元 等 同 地 看 作 是 工 的 原子 ， 工 =L(A,-) 显然 
还 是 原子 格 , 并 且 A 就 是 它 的 全 部 原子 集 . 


定义 14. 几何 的 闭 子 集 称 为 子 空间 .， 我 们 说 于 空 
间 又 是 由 子 集 X 张 成 的 . 

定理 15. 设 (A，) 是 一 个 几何 , 则 工 =L(A，) 是 一 个 
几何 格 . 反 过 来 ,如 果 工 是 一 个 几何 格 ,A 是 工 的 全 原子 
集 、 对 XeA, 用 又 记 由 X 张 成 的 原子 集 ( 定义 2.15)， 
则 (A,) 是 一 个 几何 并 且 有 L 兰 L(A，). 

证 明 . 设 (A，) 为 一 几何 , 则 直 =L(A，) 为 一 代数 
格 , 并 且 是 以 A 为 全 原子 集 的 原子 格 . 设 X 为 一 紧 元 ， 
则 义 = 叉 1,X! 有 限 ,于 是 X=X;=Vffxi lxesXi 即 工 
的 紧 元 是 原子 的 有 限 并 . 反 过 来 , 原子 的 有 限 并 显然 是 紧 
元 ， 我 们 剩 下 要 证 明 的 是 工 的 半 模 性 ， 我 们 先 考察 一 
三 


下 工 中 复 盖 的 情况 . 设 X,YeLY=Xufyy 但 yEX, 我 
们 证 明 有 Y>>X. 事实 上 , 设 有 Ze 工人 使 X<Z<Y. 
取 zeZ-X, 有 zseZ<Y=Xof) 由 于 zEX= 文 ， 
由 (G3), 有 yeXufz}<Z, 从 而 Y=Xufy} < 2Z, 凤 有 ZZ 

=Y. 故 Y>X. 反 过 来 ,如 已 知 Y>X, 我 们 证 明 对 一 
切 y a Y,y EX, 都 有 Y=Xufy}、 因为 如 果 不 然 , 对 某 
个 yeY 有 yieY 一 Xufy}、， 根据 以 上 结果 ， 

有 X<Xufy}<Xufy}ufy1}<Y, 

这 与 Y>X 相 矛 盾 , 故 只 能 有 站 =Xuwfy}. 现在 任 取 
元 ZsL， 我 人 有 YVZ=YvZ XuUZufy} 
=XUZU{y} ,XVZ =XuZ. 如 有 yseXuZ, 则 XvVZ. 
=YVZ; 和 否则 有 XVZ<YVZ, 故 YVZ 城 多 复 商 XvVZ， 
从 而 工 是 半 模 格 。 故 世 是 几何 格 . 

反 过 来 , 设 已 知 工 为 一 几何 格 ,A 是 它 的 全 庶子 集 . 
把 Xs A 张 成 的 原子 集 定 义 为 又. 很 明显 (A，) 满足 条 
件 (G1),(G2) 和 (G3). 于 是 L(A，) 是 一 个 代数 格 . 我们 
先 证 明 L(A,) 与 工 同 构 . 任 取 XL(A,),X 是 (A,) 的 
闭 子 集 . 我 们 规定 p(X) = VX eL,p 确定 了 L(A，) 到 工 
的 一 个 上 映射. 按 定义 9 是 保 序 的 . 对 任意 x ee LL,X 
二 {ae Ala < x} 显然 是 闭 集 ,由 于 工 是 几何 格 , 还 有 x 
= VX = q(x), 就 说 明 p 是 满 射 也 是 单 射 。 很 明显 ,p -! 也 
保 序 , 这 就 证 明了 工 (A, ) 衬 L, 从 而 L(A，) 也 是 半 模 格 . 
我 们 利用 这 一 点 来 证 明 (A，) 满足 (G4). 于 实 上 , 设 
有 x&sXufy} 但 x 5 又 . 因为 在 L(A, ) 中 有 {y}>@ 
= 又 人 fy} 由 L(A, ) 的 半 模 性 知道 Xufy} = 又 V {y}> 又 ， 
由 于 又 < Xvfx} < 义 ufy}, 我 们 得 到 Xufx} = Xufy}, 从 

= 


而 ye XuUfx}, 故 (G4) 也 成 立 . 定理 于 是 证 完 . 】 
下 面 我 们 引用 一 个 图 论 中 的 有 趣 的 例 . 


所 谓 图 ( 这 里 指 的 是 无 图 的 无 定向 的 简单 图 ), 是 一 个 
集 G 连同 它 的 一 个 由 某 些 二 元 子 集 作成 的 集 E，E 中 的 元 
称 为 图 G 的 楼 ,E 称 为 楼 集 . G 中 的 元 则 称 为 图 的 项 点 ( 
简称 点 )、 我 们 车 平面 上 用 一 些小 网 图 来 标志 图 G 的 顶 
点 . 顶点 a,b 在 图 上 用 一 个 线段 连接 起 来 , 当 且 仅 
当 fa,b}s E. 这 样 就 得 到 一 个 图 G = (G,E) 在 平面 上 的 表 
示 . 图 27 所 示 的 是 一 个 图 ( 无 多 无 定向 的 简单 图 ) 


(27 


设 a,be G 是 两 个 顶点 ,X SE 是 棱 集 的 一 个 子 集 ， 
我 们 说 点 ab 是 义 一 连通 的 , 如 果 有 一 串 校 
oxX1},fx15X2},…,fXn-1,Xa}e 义 使 得 a =xo,xs=b. 
现在 我 们 在 E 上 定义 一 个 称 为 棱 凡 何 的 几何 如 下 : 对 
于 {a,b} eseE,XEE, 规 定 fa,blsE 当 且 仅 当 a 和 b 是 X 一 
连通 的 . 我 们 有 : 

定理 16，(E, ) 是 一 个 几何 . 

证 明 . 只 要 验证 (G4), 其 余 条 件 明显 成 立 . 

设 a,bse G 是 X 一 连通 的 ,不 难 知道 ,X 中 存在 一 个 最 
短 序列 x0,x1},…,fx a-1,xs。} 连接 a,b, 序列 中 任何 一 条 校 
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都 不 重复 出 现 , 现在 设 x s Xufy}, 但 x5 双 . 设 x 
=fably=fcdj， 设 eocu ea-18Xufy} 是 上 面 所 说 
那 种 连接 a,b 的 最 短 序列 . 由 于 x 互 又 ,co…,ean_-l 中 有 一 
个 是 y, 设 y =ei, 则 校 序列 eiyl…ena-lx,coei-l 
在 Xufx} 中 把 c,d 连接 起 来 ,从 而 ys XUfxT 3 
对 应 于 图 27 中 那个 简单 图 的 棱 几 何 的 几何 格 ,其 Hasse 
图 见 图 28, 这 个 格 称 为 图 27 的 棱 格 . 


图 28 


作为 本 节 的 结束 ,我 们 引信 射影 空间 的 概念 ,并 讨论 它 
模 几 何 格 的 关系 . 

定义 17. 设 A 为 一 非 空 集 ,LSP(A) 是 A 的 一 个 子 集 
族 . (A, 工 ) 称 为 一 个 射影 空间 ,如 果 有 以 下 条 件 成 立 : 

(PG1) 每 个 1 s 工 至 少 含有 两 个 元 ， 

(PG2) 对 任意 两 个 不 同 元 p,q es A, 正 好 有 一 个 ! gL 使 
得 p,q el. 


(PG3) 对 piqrxsy s A,1 112 8 工 ,如 有 
p,q9;x 8 71， qsTyy E12， 则 必 有 z a A, 13,74sL 使 得 
Pr,Z E13,x,y,z 14. (图 29) 


一 87 一 


全 29 


这 里 (PG1) 的 含义 是 : 射 凡 冠 间 中 一 条 直线 上 至 少 有 黄 
个 点 ;(PG2) 说 明 两 个 不 同 点 决定 唯一 条 直线 ;(PG3) 的 意思 是 
共 面 的 两 条 直线 总 有 交点 ,这 是 欧 氏 空间 所 没有 的 性 质 . 

我 们 把 A 中 的 元 称 为 空间 中 的 点 , 中 的 元 称 为 空间 中 
的 直线 ， 对 p,q e A,p 关 q,9,p 确定 的 直线 记 作 ptq， 在 退 
化 情形 ,p=9q 时 ,我 们 约定 p+q= {fp}. 

定义 18。 XsA' 称 为 射影 空间 (A,L) 的 一 个 线性 子 空间 ， 
如 果 对 一 切 p,q eX 都 有 p+qEX. 

对 A 的 任意 子 集 X,Y, 我 们 规定 

X+Y=Ufx+y | xe NX,yeY} 

定理 19. 当 X,Y 都 是 线性 子 空间 时 ,X+Y 也 是 线性 子 

空间 . 


证 明 . 任 取 x,ysX+Y, 我 们 证 明 resp 
+q 一 TeX+Y 当 p,qsX 或 pqsY 或 peXqsY 
或 peY,qsX 时 , 按 定义 和 假设 条 件 都 有 p+qSX+Y. 
因为 不 妨 设 p,q 中 至 少 有 一 个 不 民 二 XuY.， 为 确定 计 ， 
设 pEXwY. 分 丙种 情形 讨论 . 


I. qe XuY.， 不 妨 设 q & X( 儿 30) 按 定义 
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有 pxsXpysY 使 pspx+py. 现在 任 取 一 点 rep 
+ 9q. ”显然 不 妨 设 p,q,r,p* 和 py 都 不 同 . 根据 (P G3)， 
有 点 tg px +qst er 十 py. 从 第 一 式 知道 te X, 再 由 第 二 
式 推出 ret+pysX+Y. 


图 30 


I.qgE XuUY( 下 页 图 31). 还 是 用 (PG3) 得 到 一 
个 tsepx +q, 并 有 rst+py. 两 次 用 已 经 证 明 的 情形 I， 
先 得 到 te X 十 ,然后 就 有 reX+Y. 】 


图 31 


定理 20. 射影 空间 (A,L) 的 线性 子 空间 作成 一 个 模 几 


何 格 . 
证 明 . 我 们 先 在 A 上 定义 一 个 闭 包 运算 “ 
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使 (A，) 成 为 一 个 闭 包 空 间 . 对 XS A, 作 序列 Xe 
=X,X! =Xo+Xo,,Xs =Xa_1+Xs-1,…. 令 芭 
= UU 只 1Xi. 很 明显 ,又 是 一 个 线性 子 空间 . 我 们 证 
明 (A，) 是 一 个 几何 . (G1),(G2),(G3) 明显 成 立 . 因 
而 (A，) 首先 已 是 一 个 代数 闭 包 空间 . 我 们 先 证 代数 
格 L(A，) 正好 是 (A, 工 ) 的 线性 子 空间 作成 的 格 . 事实 上 ， 
任意 线性 子 空间 X 显然 有 义 + 久 =X, 从 而 有 又 =X, 即 X 
是 闭 集 ,X se L(A, ), 反 过 来 ,对 任意 XeL(A,), 有 X= 文 ， 
即 X 是 线 人 性子 空间 ,现在 我 们 来 证 L(A,”) 是 模 格 . 
设 X,Y,Z s L(A,), 又 X>2Z. (XAY)VZ < XA(YVZ) 
总 成 立 . 设 有 peX 人 (YVZ),pseX 并 且 peYvVZ. 根 
据 定 理 19,YVZ =Y+Z. 如 有 pseYuZ,pe(XAY)VZ 
成 立 . 故 可 设 pEYwZ. 于 是 有 py e Y,pz eZ， 
使 pepy+pr. 但 X>Z, 有 psX:. 当 p 关 pi 
时 ,pyreaep+prSsX, 即 py， seXAY, 从 而 
有 pa(XAY)VZ. p=pz: 人 时 当然 更 成 立 . 总 之 
有 XA(YVZ)<(X 和 人 Y)vZ. 从 而 L(A, ) 是 模 格 . 
利用 这 个 模 性 ,和 定理 15 的 证 明 一 样 (那里 只 有 半 模 性 )， 

立刻 知道 (G4) 也 成 立 。 故 (A,”) 是 一 个 几何 ,而 L(A， )( 它 
正 是 射影 空间 (A,L) 的 线性 子 空间 格 ) 是 几何 格 ,并 旦 是 一 个 模 
几何 格 . 】 

由 定理 8, 还 有 : 
推论 21。 射影 空间 的 线性 子 空间 格 是 有 补 模 格 .。 】 


第 二 章 习 庆 


1. 验证 定理 1.1 证 明 中 出 现 的 于 格 {x,y,z,a 入 b,aVv b}- 
的 确 是 一 个 五 边 形 . 
2. 证 明 对 一 切 a,b,c 8 LL 有 等 式 : 
(av(bAc)A(bvc)=(aA(bvc)v(bAc) 
成 立 是 工 为 模 格 的 一 个 充 要 条 件 . 
3.， 证 明 有 限 格 LL 是 模 格 的 充 要 条 件 是 工 不 含 满足 a> 
b 的 五 边 形 . 
4. 设 工 是 模 格 ,a,bs L， 证明 对 任意 xy e [aav b], 
有 : 
bA(xVy)=(bAx)V(bAy) 
“又 对 任意 xy e [aAb,b], 有 : 
av(XAyY)=(avx)A(aVy). 


5. ”证 明 在 Kurose 一 Orc 定理 证 明 中 , 当 a 
=aiv…van=bv…vbn 都 是 无 攀 分 解 时 ,a 
=aV…VYVai-IVbiVai+riV…VYan 也 是 一 个 无 更 分 解 . 

6， 对 有 0 的 模 格 工 ,规定 Ts L-f0} 为 无 关 集 当 且 仅 当 
对 任意 有 限 子 集 X,YsI 有 XnY=® = VX 和 人 VY=0. 
证 明 这 个 定义 对 模 格 与 定义 1.18 等 价 . 

7， 定 理 1.7 中 假定 只 有 qv 之 一 对 一 切 ab eL 成 立 ， 
问 还 能 否 保 证 世 是 模 格 ? 

8. 举例 说 明 (SM) 蕊 (SM1)( 或 (SM,)). 

9、， 设 工 为 半 模 格 ,p,q,a s 工 ,p,q 是 原子 .证 明 a<aVps<s 
avgq 一 aVp=aVvadq. 
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10， 证 明 格 工 的 一 切 地 格 都 基 绊 模 档 的 充 归 条 件 是 工 
为 一 模 格 . 

11.， 证 明 : (i) 半 模 格 的 巴 寺 格 是 缆 阁 ;下 字 不 能 从 ( 
中 去 掉 . 

12， 格 工 的 有 序 元 对 (ab) 称 证 一 个 模 对 , 记 作 aMb, 如 
果 对 任意 xsL, 有 x<sb = xvla pb=(xva)Ab， 格 世 称 
为 是 M 一 对 称 的 ,如 果 对 任 音 ap. 1 人 aMb = 一 bMa. 
证 明 对 任意 ab s 工 , 姑 有 aMb 义 在 工 的 对偶 格 中 有 bMa, 则 
faAb,blfa,aVhbl]. 

13， 设 工 为 一 格 ,ab e 工 , 则 己 下 菜 件 等 价 : 

(i) aMb, 

(ii ov[aaVbl-=faAb:b] 是 洪 射 ,这 里 pb(X)=x 信 b， 

(iiD) ys :[a 信 b,b]j 一 [a,aV bl] 蚌 第 叶 , 这 里 y,(y)=yVa. 

14， 设 EE 为 一 万 穷 集 ,L={A cEEIA 有 限 } 按 集 包含 关系 
为 一 格 .， 证明 工 是 外 对 有 补 格 但 不 十 有 补 格 . 

15， 设 工 为 一 几何 格 ， 证 明 工 中 每 个 元 都 基 一 个 盛大 
的 弃 子 集 的 并 ， 


侈 32 


16， 设 工 为 一 有 和 界 格 ,a,b e L， 戈 们 说 ab 相互 透视 ， 
姐 果 它们 有 共 辣 的 补 元 ,这 时 我 们 记 作 a~ b， 证明 在 几何 格 
中 ,如 有 天 xX 合 a 和 Ax=bA 人 x=0.avx-b vx, 则 a~b. 
ey 


17.， 证 明 在 几何 格 中 ,a~b 的 充 点 条 件 是 存在 苑 x 何 a 
Ax=bAx,aVX=bVAXx. 

18， 画 出 几 32 所 示 的 无 图 无 定 问 简单 多 的 校 几何 格 的 
Hasse | 多. 

19， 证 明定 埋 4.10. 

20， 设 工 为 一 模 几 何 格 (A， ) 基 相应 的 几何 ( 称 为 相应 
于 L 的 射影 几何 ), 则 对 p,q z A,p 夭 q,p 一 9 的 充 归 条 件 是 存 
在 re A,r 天 p,q, 使 得 r<pVq( 注 意 信 是 工 的 原子 集 ). 

{提示 : 注意 几何 格 是 有 补 格 ,找到 了 后 ,利用 1(r)=1 来 
证 明 re A, 这 里 !(x) 是 长 两 数 .] 

21， 设 工 为 一 模 几 何 格 ,(A,”) 蚌 相应 的 几何 , 则 当 
PdrXyy EA 义 x<pVqyy<pVvr 并 上 且 x 关 y 时 , 存 作 一 个 7 
A 使 得 zg(pVq) 人 (xVy). 

[提示 : 先 考 虑 |fp,q,rxyy} <5 的 情形 ， 对 =5 的 情形 再 
分 r<pVq 各 f 宗 pVq 丙种 情形 讨论， 本 题 所 述 性 质 实 即 
关于 射影 空间 的 条 件 (PG3) 1 
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第 三 章 分 配 格 


8$1.， 分 配 格 的 特征 


和 模 格 的 情形 一 样 ,分 配 格 也 和 一 个 简单 而 实用 的 判定 
条 件 . 


定理 1.. 格 工 是 一 个 分 配 格 的 充 要 条 件 是 它 不 含 任何 
五 边 形 况 ; 和 姜 形 M3( 下 图 )、 


图 33 


证 明 . 必 此 性 显然 . 

对 于 充分 性 , 由 于 不 含 ,根据 定理 出 .1.15L 是 模 
格 . 下 面 用 反 证 法 ,假定 工 不 是 分 配 格 ,根据 定义 ， 
有 a,b,c e 工 使 

v=(aVb)A(bVec)A(cva)>(ait)v(bAc)V (cAa) 
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由 工 的 模 性 , 令 
x=(bAc)v(aAtbvce)=(bvc) 和 (av(bAc))， 
y=(cAa)vV(bA{cVva))=(cva)A(byv (cAa)), 
z=(aAb)v(cA(avb))=(avb)A(cVv (a b)). 

直接 计算 知道 
xVy=(aA(bVvce)v{A(c Va)) 
=(bVc)A(aVv (ba (ca))) 
=(bVc)A(aVb)A\ (cvVa)=v 
对 称 地 有 yVz=zvx=v=xvy. 对 偶 地 有 xAy 

=yAz=zAx =u. 现在 我 们 证 明 xsy,z,uyv 等 五 元 中 任意 

两 元 互 异 . 事实 上 , 设 有 x =y, 则 v=xVy=xAy= 山 这 

不 可 能 . | 汗 理 也 不 可 能 有 y=-7 或 7 x. 如 果 有 x = v， 

我 们 得 出 u=xty=vAy=y .从 而 v*=yVz=uVz7=7, 于 

是 有 x =z 而 这 已 知 不 可 能 . 故 x 关 v, 问 埋 y,z 关 Vv， 对 

偶 地 x,y,z 关 u， 可 是 {x,y,z,uv} 作战 工 中 一 个 蔚 形 ,与 定 

理 条 件 相 矛盾 .4 
定理 2. 格 L 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 对 任意 三 元 a,b,c 

zlL 都 有 


aVc=bVc, aAc=bA\c = a=b 


“证 明 ， 对 于 充分 性 , 如 果 工 不 是 分 配 格 ,根据 定理 1， 
它 含有 一 个 和 2 :或 汉 :( 图 33)， 不 管 那 种 情形 都 有 aVe 
=bvciaAc=bAc 但 ab.， 故 条 件 是 充分 的 . 

对 于 必要 性 , 进行 直接 计算 , 当 aVc=bVce,a 人 c 
=bAc 时 ,有 
a=aV(aAc)=3V(bAc)=(aVvb)A(ave) 
=(aVb)A 人 (bvVc}=bVv(aAc)=bv(bAc)=b. 】 
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定 埋 2 的 为 一 种 叙述 法 是 : 


定理 3， 格 工 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 它 的 任何 元 在 ( 包 
含 它 的 ) 任 何 区 间 上 都 最 多 只 有 一 个 补 元 . ) 

定义 4. 有 补 的 分 配 格 称 为 Bool. 格 . 

定理 5。 有 界 格 工 是 Boolc 赂 的 充 要 条 件 是 它 有 唯一 
补 并 且 相 对 有 补 . 

对 二 充分 性 ,根据 定 埋 由 .3.5,L 守 模 格 ， 现在 设 a、b、ec 
EL 有 aVc=bVec,aAc=bAc， 二 相对 有 补 ,可 不 [0,c] 上 
取 aAc=bAc 的 一 个 补 无 山王 在 mhH 上 了 肥 avc=bvec 的 一 
个 补 无 v 我 们 有 有 


aAv=aA(aVe)Av=aAu= (AAc)Au=0, 
bAv=bA(bVce)Av=bAu= (bhAe)Au =0, 
aVv=aV(aAc)Vvy=aV(aAc)VuVv=(aVve)vy 
=1， 
bvVv=bV(bAc)Vv=bV(bAc) uvv=-(bvVe)Vvv 
=1. 
出 上 工 有 唯一 补 ,得 出 a=b. 故 按 定 震 2 工 基 一 个 分 配 格 . 】 
推论 6。 有 界 格 L 为 Boole 格 的 充 要 条 件 是 L 有 唯一 
补 并 且 截 断 有 补 和 对 偶 截 煌 有 补 . 
证 明 . 只 震 证 充分 性 ， 根 据 推 论 册 .3.8,L 是 横 格 ， 再 
出 定理 芋 .3.4 工 相对 有 补 . 王 基 从 定 埋 5 知道 工 是 Boolc 
格 、 
推论 7， 如 果 有 补 的 原子 格 L 有 唯一 补 则 工 为 一 
Boole 格 (定理 了 .3.9 的 直接 推 沦 } 
我 们 已 知 度 让 格 是 模 格 , 它 是 一 个 分 本格 的 条 件 如 下 
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定理 8. 设 v(x) 为 度量 格 革 的 正 驻 值 . 工 是 分 配 格 的 
充 要 条 件 是 对 一 切 x,y,zz L 有 


VxXVYV2Z)— VxAyAZ)= v(x) + v(y) + v(7) — v(x A\y) 
— WyA7)— vz 和 人 x). 
证 明 .。 如 果 工 是 分 配 格 , 则 


v(xVyYVz)=v(x)+vyVz) 一 v(xA(YVz7)) 
=Vv(x) + vy) + v(7)— v(y A7)— v((x 人 y)V (x A 人 7)) 
=Vv(x) + v(y) + v(z2)— v(y A7)— v(Z 人 Xx)— v(x 人 人 y) 
二 v(x 八 y 作 7z). 
移 项 就 得 到 所 要 的 等 式 . 
反 过 来 如 果 等 式 成 立 ,我 们 有 有 
v(x 入 (yYVz))= v(x)+v(y)+v(7)—v(y A 7)-v(xVyV7) 
=v(xXAy)+v(xXAZ)-v(xAyA7)= v(xAy)YV (xA7)) 
由 于 xA(yvzz(xAy)V(xA7, 又 v 是 一 个 正 赋值 ,我 
们 得 出 x 人 (yV7z)= (x 人 y)V (x 人 7), 凤 工 为 一 分 配 格 ，】 


§ 2.， 集 环 与 集 域 


定义 1。 记 集 XX 的 秆 集 为 P(X)、 非 空子 集 族 SESP(X) 
称 为 一 个 集 环 ,如 果 对 任意 A,B se S 都 在 Av B,AN BES. 

设 S 为 一 集 环 ,如 果 对 任意 As S, 还 有 补 集 A”′=X-A 
eS, 则 S 称 为 一 个 集 域 . 

很 明显 ,对 运算 v 和 = ,任意 集 环 都 是 分 配 格 ,而 集 城 则 是 
Boole 格 . 对 后 者 ,我 们 有 AuUA’ =X,AnA’ =g@ 民 和 中 
分 别 是 Boole 格 的 单位 元 和 零 元 . 
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一 个 重要 的 事实 是 ,任何 分 配 格 实质 上 都 是 一 个 集 环 , 任 
何 Boole 格 都 是 一 个 集 域 . 我 们 下 面 就 来 讨论 这 个 问题 . 
不 过 我 们 先 得 做 一 点 准备 工作 . 
定理 2， 格 工 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 对 任意 IJ s 7(L) 
都 有 
IvVJ={fivij|ielje]} 


证 明 .根据 定理 工 .3.16, 有 
IvVJ={xelL |x<iVjiel,jes} 

当 工 是 分 配 格 时 ,x =x 人 (iVj))=(x 人 i)V (x 人 j=ij Vj, 这 
里 ie Lil eJ. 

反 过 来 ,如 果 工 不 是 分 配 格 , 则 它 含有 Ms 或 况 ， 作 
为 子 格 (图 33)， 取 I=(bl,J=(cl, 有 ax<bvec， 
故 asIVJ,， 但 如 有 isILjsJ 使 =ivj 则 ij<a、 但 j 
<c, 故 j<aAc=u<b, 于 是 a=ivj<b, 这 不 可 能 , 即 条 
件 成 立时 工 只 能 是 分 配 格 . 

定理 3。 (Stone 引 理 ) 设 LL 为 一 分 配 格 ，I 是 工 的 理 
想 ,F 是 L 的 漏斗 ， 如 有 ImF=@, 则 必 有 素 理想 P=I 使 得 
PNAF=®. 


证 明令 X=1 条 Ts7 人 GE) 
于 IEe XX, 多 天 设 Q 是 弦子 
令 K=UcC=U | 
们 证 明 Ks 灾 ， 为 此 ,中 和 御 证 各 民 s 1) pi 
a el sd 
或 了 ;cE J, 不 妨 设 后 者 成 立 ,是 训 a,b ji, 从 
而 aVbsJiISEK:. 类 位 二 证 , 当 ag 直 又 xga 时 
有 xeK. 故 KKe Ni), 从 而 二 sX. 于 是 对 X,Zonn 引 
理 的 条 件 成 立 . 放 广 中 训 革 所 元 椰 在 . 设 P 是 这 样 一 
个 极 大 元 , 则 P 就 合 于 定理 : ， 事实 上 ,由 于 P : 式 ， 
有 PP 三 I 并 且 PAF = 尖 交 站 ?了 是 过 理想 .， 如 困 不 
然 , 则 将 有 a,bEP 但 a 人 bi“, 出 十 P 是 X 中 的 极 大 元 ， 
有 (PVv(aDnF@,(PVibDm 天 中 ， 于 是 有 p,qeP 鸽 
得 pVaeF,qVbeF. i 了 FE 是 漏斗 ,我 们 得 
到 (pVa) 人 (qvVb)e 下 .， 但 是 

(pPVa)A(qVb)=(pAd)V{;A\b)v(qAa)vV(aA\b)eF. 

与 PAF=@ 相 巴 大 , 故 P 确 为 一 骨 理 想 .，】 

推论 4。 设 工 是 分 配 格 ,1 6 7(L),ae 工 . 如 有 = ET 则 必 
有 来 理想 P 1 使 得 仍 有 a 5 P. 

证 明 . ”只 要 在 定理 3 中农 =[a) 即 可 ，】 

推论 5。， 设 工 是 分 配 格 ,a,bz L,a 才 b, 则 必 有 案 理 想 P 
恰 只 包含 ab 二 元 之 一 . 
， 证 明 . 因为 as#b 时 ,(aljmfb)=@ 或 ln [a)=@ 总 有 一 
个 成 立 ，】 

定理 6。 格 L 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 L 与 一 个 集 环 同 
构 . 
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证 明 . 只 有 必要 性 亏 要 证 明太 Di 的 全 体式 

坚 奶 作成 的 集 , 按 集 包 含 关系 它 是 一 个 党 庄 末 ， 对 as 工 令 
r(a)={Pe P(L) | azPt 

容易 验证 对 任意 a,bz 工 有 

r(aVb)=r(avr(b) r(aAb}= rta)Nr (bh). 
以 后 一 等 式 为 例 ,r(aAb)Ssr(a)mr(b 电 然 玻 立 , 设 Pear(a)mn 
r(b) 有 a5PbEsgP, 几 于 了 是 欠 理 起 , 记 有 aaApbE P,Pe 
r(aA b) 故 相反 的 包含 关系 也 成 立 必 | rtaA b)= (a)n 
rpb)， 令 R=fr(a) | ae LL}. 

土 述 等 式 说 明 及 为 一 集 环 我 位 证 明 ar(a) 是 工 到 
R 的 同 构 ， 映射 显然 是 满 的 ,出 上 述 等 式 它 还 是 一 个 癌 态 . 
设 a,bbe L 有 a 才 b, 由 推论 5 有 Pe 个 (LL) 偷 只 包含 a,b 之 一 

为 确定 计 , 设 有 as P,bEP, 于 是 有 PEzr(a) 但 Per(b), 故 
r(a) 才 + (b), 妈 映射 还 是 单 的 ,从 而 它 十 一 个 问 构 ， 】 

定理 7.。 格 工 是 Boolc 格 的 充 要 条 件 是 工 与 一 个 集 域 
同 构 .， 

证 明 ”仍然 只 需 证 明 必 要 性 ， 设 工 是 Boolc 格 , 记 a 
工 的 补 元 为 a”, 由 于 

r(aur(a’ )=r(ava’ )=r(D= PL), 

r(a)nr(a’ )=r(a\a’ )=7(0)= 0®, 

r(a) 与 r(a” ) 在 中 互补 (从 (LL) 和 和 中 显然 分 别 是 R 的 单 
位 元 和 零 元 )， 这 说 明 R 是 一 个 集 域 ,并 入 r(a) 在 多 中 的 补 元 
就 是 r(a′ )， 前 面 已 知 a 一 r (a) 保 持 格 运 算 , 现 在 又 知道 它 保 
持 补 运算 , 故 它 是 一 个 Boole 格 的 问 构 。 】 

定理 6 和 定理 7 是 一 促 所 谓 表示 定理 .用 更 为 基本 和 
容易 掌握 的 集 环 和 集 域 来 表示 分 配 格 和 Boolc 格 ,不 只 是 使 
我 们 对 复杂 的 概念 可 以 有 更 直观 的 了 解 , 它 串 实 上 往往 使 我 
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们 能 更 深入 地 探讨 原来 概念 的 次 多 性 质 ,下 面 是 一 个 很 典型 
的 例 . 


定理 8 设 世 为 一 分 配 格 ,Ll >1, 则 格 等 式 p=q 在 LL 
上 成 立 的 充 要 条 件 是 它 在 二 元 链 C; 上 成 立 . 

证 明 ， 出 于 |Lj>1,C; 是 工 的 子 格 , 当 p=g 在 L 上 
成 立时 ,由 定理 1 .5.3 知道 , 它 也 在 Ci 上 上 成立 。 反 过 来 ，: 
如 已 知 p=9q 在 C;={0,1} 上 上 成立 .， 由 十 对 任意 集 S, 锋 
集 P(S) 作为 一 个 格 易 知 与 直 积 CS = 人 1 人 S 一 C2} 回 构 ， 
这 里 A SS 对 应 十 fe C;, 其 它 义 为 

rx) = (x 2 A), 

“0 (A. 
出 定理 1 .5.3 知道 ,对 任意 S,p =q 在 P(S) 上 城 立 ,从 而 也 
在 P(S) 的 任何 子 格 上 成 立 . 我 们 已 知 L 衬 Rk 而 R 
是 P( 只 (L)) 的 子 格 , 故 p=9q 作 LL 上 成 立 . 】 

定理 9， 有 界 分 配 格 L 是 Boole 格 的 充 要 条 件 是 站 (L) 
无 序 . 

证 明 . 不 妨 没 0 才 1. 


设 LL 是 Boolc 格 , 义 P、Qe (LL),P 关 Q. 如 果 有 了 
cQ, 则 用 a2Q 一 P.， 由 上 ava=15Q, 有 a 5Q. 
是 更 有 a'E zgP. 但 这 不 可 能 , 因 0=a 和 a’sP 而 P 起 
过 理想 . 故 只 (L) 尤 厅 . 

反 过 来 , 设 天 (LL) 万 序 但 有 元 a s 工 尤 补 元 , 今 F 
={fxEL|aVx=1},F 显然 不 空 . 出 于 工 是 分 配 格 ,F 是 
一 个 泪 斗 , 由 于 a 励 补 元 aa 关 laEF.， 考虑 F,=FV[a) 
=fxEL | x 之 [和 人 a,fe F}， 下 ,人 不 能 含 0, 因 为 否则 有 fs 下 
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使 FAa=0. 连同 fva=1 表 明 [ 基 a 的 补 元 ,这 不 可 
能 .” 干 是 对 I=(0] 用 Stonc 引 再 捧 知 ,有 来 理想 P 
使 PAFI = 中 , 当然 更 有 PnF = 考虑 理 起 Pv(al 它 
不 可 能 包含 1, 因为 否则 有 pesP 使 aVn=1 而 与 PAF=@ 
矛 质 .再 对 PV(al 和 和 7) 用 Stonec 引 理 ,有 索 理 板 Q 
己 PV(al， 由 于 aEP, 产 格 包含 关系 Pc Q 与 多 (L) 无 序 
的 假定 称 慎 . 故 a 不 能 无 补 元 .3 

定理 10. 有 界 分 配 格 工 是 Booie 格 的 充 要 条 件 是 索 理 
想 都 是 极 大 理想 . 

这 里 理想 Te 7(L) 称 为 工 的 极 大 表 想 ,是 说 T 是 工 的 真理 
想 , 但 真 包含 它 的 埋 想 都 不 再 是 真理 操 , 就 是 说 ,对 在 意 Je 
FL), 只 更 J=T 就 有 J= L. 

定理 10 的 证 明 . ”根据 定理 9 充分 性 显然 ， 对 于 必 
要 性 ， 如 有 到 理想 P .不 是 极 大 理 姐 ;有 真理 奶 T=P， 按 
Stonc 引 理 又 有 素 理 想 QT， 这 不 可 能 ， 了 了 

定理 11. 对 于 Boole 格 素 理想 与 极 大 下 起 是 等 同 的 

】 


§ 3， 同 余 关系 


我 们 已 知 任意 格 工 的 同 余 关系 格 C(L) 是 完备 格 ,现在 我 
们 进一步 证 明 
定理 1， 对 任意 格 L,C(L) 是 分 配 格 . 


证 明 . 考虑 任意 元 6、9、 岁 es C(L), 我 们 来 证 
明 9 和 (pVy) < (9 入 9)V (9 入 yW), 即 对 任意 a,bz LL, 从 a 
关 b(6A(q Vv 办) 应 能 推出 a =b((9 入 g)v (6Ay)， 事实 
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i , 寺 a 三 b(86A(p Vw) 知道 a 三 b(9) 并 Ha =b(pVJw). 
证据 定量 工 .4.8, 由 后 一 同 余 式 有 元 序列 aVb=ci 之 … 
> cs=aAhb 使 得 对 一 切 1=1,….n 一 1, 有 ci 二 ci.,(9) 或 ci 
= cust( 办 ,又 出 定 理工 .4.3 知道 现在 有 aVb=a 入 b(9), 从 
而 对 一 切 i=1,e,n 一 1, 也 有 ci;=cin(8). 这 说 明 或 者 ci 
三 Cin(09 作 9) 或 者 ci==cit: (8A 入 vy) 就 是 说 a 
三 b((0 A gq)v (0A 和)). 】 
对 格 L,a,b e 工 ,我 们 已 知 
O(a,b)= 八 {9 s C(L) | a=b(9)}, 
是 使 得 a 与 b 同 余 的 最 小 的 同 余 关系 . 它 总 存在 (因为 总 有 
as==b(0 和 w < 9), 并 被 称 作 是 一 个 主 同 余 关 系 . 今后 有 时 我 
们 也 说 它 是 凝 缩 ab 的 主 同 余 关 系 . 下 面 是 一 个 更 一 般 的 
定义 2。 对 任意 非 空子 集 SsLxL, 我 们 用 6(S) 记 使 得 
对 一 切 (a,b) eS 都 使 得 a 与 b 同 余 的 最 小 同 余 关系 ; 称 为 由 
集 S 生成 的 同 余 关系 ,也 说 成 是 凝 缩 S 的 同 余 关系 .… 主 同 余 
闫 系 .9(a,b) 是 单元 集 {(a,b)} 生 成 的 同 余 关系 .由 于 显然 有 
6(S)=Vfb(ab) | (a,b)e S}, 和 
故 0(S) 也 总 是 存在 的 . 
特别 当 S=IXxIIs I(L) 时 ,我 们 简 记 9(Ix 了 为 80D. 
.定理 3。 设 工 是 分 配 格 ,a,b,xyy 2 工 ,又 a<b, 则 我 们 有 x 
==y(0(a,b)} © xAa=yAa, xVb=yVhb. 
. 证 朋 .。 在 LL 上 定 义 一 个 二 元 关系 9 如 下 : 对 x,ye 工 ， 
A x==y(9) H xA\a=yN\a,xXV b=yV ob. 
9 显然 是 一 个 等 价 关 系 。 设 有 x=y(o) 又 zs 工 ; 我 们 有 
(xVz) 人 a=(xA 人 a)V(zAa)=(yAa)VvVf(zAa) 
=(yV2z) 和 a, 
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(xvz)vb=(xvblvz=(yvblvz=tyvz on 


即 xVz 二 yV z(q), 同 样 可 证 x 和信 7 三 yz(p)， 故 9 基 一 个 同 
余 关 系 ， 出 于 a< ba=blp) 电 显 代 立 . 我 们 来 证 明 对 任意 
8e CCL) 只 要 有 有 a 志 b(0) 就 有 有 和 小 换 句 话说 ,p 其 使 a 与 加 
人 的 坡 小 则 余天 系 ,也 就 是 op = (a,b). 

现在 设 xyy EL 有 x 二 y(9), 按 定义 有 x 人 人 a= yAaxyv 
b= yV b.， 如果 9 CL) 满 足 条 件 a 三 b( 人 ), 则 | xV a 三 xV 
b(9),x 人 a 三 x 人 b(0)， 直接 进行 计算 得 到 

x=xV(xXAa)=xV(yAd)=(xVy) 人 (xVa) 

(XVyY)N (XYVb)= (Vy)A(yVb) 
=yV(xXAb)=yV (x 人 a)=y" (yA\a)= y(0). 

故 有 wp<9. 】 

定理 4 设 工 是 分 配 格 ,1 ; 1 人 x 三 
y(6(D) 台 有 ieT 使 得 xvy=(x^y)vi. 

证 明 . 先 证 充分 件 , 设 已 知 xVy= (x 和信 y)viie I， 看 定 
理 3 中 取 a=xAyAib=ixy 分 别 取 现在 的 xVy 利 xAy， 
容易 验证 定理 的 条 件 满 足 , 故 有 xV ys=xAy(8(xAyAii), 即 
x 三 y(0(xXAyAiD)). HFxAyALis Tx=y(I(0)). 

反 过 来 , 设 已 知 xsy(I(0)， 出 上 8D= 和信 fouv) | uyv 
ET Oluv)v evDsseuAvAuAvoavvvuvv) 

按 同 余 关 系 格 中 并 的 定义 , 显 见 6D= Ufouv) | uve 

个 ， 因此, 当 x 三 y(1(6)) 寺 ,有 u,v 使 x 三 y(6(u,v))， 这 里 也 
们 不 妨 设 uv, 根据 定理 3 有 (x 人 入 y)Vv=(xVy)Vv, 从 而 xY 
=(xXVYANXVYV Y= VY A KAYV Y= (AYYV (x 
VA VY)， 和 由 于 (xV YD) 入 ve 了 我们 得 到 xVy=(x 和 人 y)Vi, 这 
里 i=(xVy)}Av. 3 
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由 定理 4 我 们 得 到 分 配 格 的 下 述 刻 划 . 

定理 5。 格 L 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 它 的 每 个 理想 I 
孝 洽 好 是 某 个 同 余 关 系 中 的 一 个 完整 的 同 余 类 . 

证 明 . 设 工 基 分 配 格 ,Te ZL) 是 工 的 任意 一 个 理想 . 
任 取 asf 对 任意 bzT 按 定义 有 a 三 b(0(1， 这 说 明 TS 
46(T)， 反 过 来 , 没 cs a0b(D)， 有 cc 三 a(9(D))， 根 据 定理 4, 有 i 
ET 使 avc= (a 入 c)Vi， 这 说 明 avcseT 更 有 celT 邮 义 有 
a0(T) sl 故 T= ab() 是 一 个 完整 的 问 余 类 . 

反 过 来 ,如 果 工 的 每 个 埋 钥 都 俭 好 是 某 个 癌 余 关 系 的 完 
整 的 国 众 类 , 则 工 必 为 一 分 配 格 .因为 否则 L 将 包含 一 个 五 边 
形 R2 ; 或 一 个 芝 形 光 ;， 不 难 答 证 ,不 管 那 种 情形 ,十 理想 (b] 对 
任何 国 余 关 系 都 不 可 能 是 一 个 完整 的 同 余 类 】 

对 小 Boolc 格 ,我 们 可 以 在 问 余 关 系 和 坚 想 之 间 找 到 更 
密切 的 关系 . 

定理 6。 对 于 Boolc 格 工 ,映射 

6-~00 
是 L 的 同 余 关系 和 理想 之 间 的 一 个 一 一 对 应 关系 . 


BAb 


证 明 . 根据 定理 5, 对 每 个 Ts7(L) 有 I=a60(]), 这 里 a eT 
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是 工 中 任意 元 、 由 于 工 是 Boole 格 它 有 0, 又 任意 Is 7(0L) 邦 
含有 0, 故 有 I= 08(D), 即 映射 是 满 射 ， 现在 设 6,p s CCL) 有 
06= 90g, 我 们 来 证 明 有 9g= pg， 事实 上 ,对 任意 ab se La 一 
bg) 怠 aVb 三 a 人 b(8)， 令 c 为 a 入 b 在 区 间 [0,av bl 上 上 的 

相对 补 元 ， 出 相位 关系 有 c 三 0(9)( 图 35), 即 cs 09， 列 理 a 

三 b(g) 的 充 要 条 计 也 是 cs 0p， 但 09=09, 故 有 a 三 b(9) 合 
a 三 b(9), 即 8= 09, 于 是 逐 身 又 是 单 的 ， 了 


0 并 入 芥末 用 到 工 是 Boole 格 的 全 部 
条 件 上 月 EE 工 是 分 配 格 并 且 在 每 个 区 间 [0,aV b] 上 相对 


有 补 ,这 导致 下 述 定义 . 

定义 7.。 截 段 有 补 的 分 配 格 称 为 广义 Boole 格 . 

我 们 有 以 下 仿 人 满意 的 结果 . 

定理 8， 设 工 是 格 .在 工 的 理想 与 同 余 关 系 间 存在 着 
一 对 一 的 (使 得 对 应 于 癌 众 关系 0 的 理想 恰好 是 一 个 完整 的 
同 余 类 的 ) 对 应 关系 的 充 要 条 件 是 L 是 一 个 广义 Boole 格 . 

证 明 . 充分 性 已 见 定 埋 6 的 证 明 . 

现在 设 所 说 的 那 种 一 一 对 应 关系 存在 .对 应 于 同 余 关 
系 w 的 是 一 个 单元 集 fafa es 工 ， 用 于 fa} 蚌 理想 ,不 可 能 有 ob 
Ee 工 使 bp<a， 也 不 而 能 有 bl 与 a 不 可 比 , 因 为 否则 a 入 
b<a， 故 对 一 切 be 工 都 有 b>a, 就 是 说 a=0 是 工 的 最 小 
元 ， 由 定理 5,L 是 分 配 格 . 还 涯 要 证 明 的 是 工 是 截 段 有 补 
的 为 此 , 任 取 非 零 元 bs L， 考 虑 满足 条 件 0<a <b 的 任 
一 元 4， 令 I=00(a,b)， 在 定理 6 的 证 明 中 ,我 们 已 知 总 有 
I=08(T).， 由 于 对 应 关系 是 一 对 一 的 ,我 们 有 80D = 8(a,b). 
于 是 有 a 二 b(9(1))， 根据 定理 4, 有 isI 使 b=avVi， 由 于 ii 
二 0(98( 了 )) 基 二 0(6(a,b)), 根 据 定理 3 有 aAi=aA4=0， 于 人 手 
i 是 a 在 [0,b] 上 的 补 元 ， 从 而 工 是 一 个 广义 Boole 格 .3 
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充 $2 中 ,我 们 已 经 看 到 素 理 候 在 分 配 格 (包括 Boole 格 ) 
的 支 示 定理 中 起 着 重要 作用 .现在 戎 们 来 看 它 怎样 通过 同 
余 关 去 用 另 一 种 秦 式 来 刻 划分 配 格 . 


关于 索 理 想 和 问 余 关系 的 关系 ,我们 在 定理 1 .3.14(i) 
中 实际 上 已 经 接触 到 了 . 在 那里 我 们 证 得 ,P s 7(L) 是 工 
的 一 个 这 理想 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 满 同 态 p: L -，C， 
={0,1} 使 得 P =g-'(0).、 由 于 每 个 这 种 同 态 9 都 确定 工 
的 一 个 同 余 关 系 6。: 

a= 三 b(g。.) HB 9(a) = vo(b), (a,b s L). 

于 是 在 闻 余 关系 8。 中 ,P 和 L 一 P 正好 是 它 的 仅 有 的 两 个 
河 余 类 . 不 难看 出 , 以 上 结论 可 作 如 下 推广 : 设 A 
Ss P(L) 是 一 个 素 理 想 集 , 我 们 规定 二 元 关系 9。 如 
次 : a,be 革 ,a 三 b(9,) 台 对 每 个 PsA, 或 者 a,beP 或 
者 a,bs L 一 P. 作为 练习 ,读者 不 难 证 明 6。 是 上 的 问 余 
关系 . 在 图 36 中 ,A =fP,Q,R} 由 三 个 元 ( 素 埋 想 ) 组成， 
其 中 P<R,Q cc R. 我 们 得 到 五 个 问 余 类 . 商 格 L /60。 
的 Hasse 图 见 图 6. 

我 们 已 知 对 任意 A E 天 (L),G。s C(A)， 问题 是 ,是否 
每 个 09s C(L) 都 有 一 个 人 三 分 (1) 使 得 9=9。 呢 ? 人 们 发 
现 这 恰好 是 工 为 一 分 配 格 的 特征 .就 是 说 我 们 有 

定理 9. 格 L 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 对 每 个 同 余 关 
系 9e C(L), 都 有 子 集 A s 9(L), 使 得 9 =8A. 

实际 上 ,我 们 可 以 证 明 比 定理 9 更 广 的 下 述 定理 11、 在 
急 述 定理 11 之 前 ,我 们 先 提 一 下 要 用 到 的 一 个 事实 . 

引 理 10， 设 工 是 格 ,Ps P(L)， 对 任意 abcsL 有 a 
V(bAcsP 人 台 (avbA(avcepP. ( 留 作 练 题 请 读者 证 


1 


明 ) 1 


AN 
过 


多 36 


定理 11， 设 工 是 格 ,bs C(L)， 有 和 As P(L) 使 得 0 
=9. 的 充 要 条 件 是 商 格 L /9 是 一 个 分 配 格 . 

证 明 . ” 先 证 必要 性 . 考 虚 I./9 中 任意 三 个 
元 a0,b9,c9, 这 里 a,b,ce LL. 我 们 更 证 (a V (bc))9 
=((aVb) 人 (aVc))8.， 设 9=8,AS P(L)， 根据 引 理 10， 
对 任意 Ps A, 我 们 有 aV(b 和 Ac) 和 (aVb) 和 (avc) 或 者 同 
属 P, 或 者 同属 LL 一 P. 就 是 说 av(bAc) 
=(aVb)A(aVc)(9A) 但 6、 = 6, 这 就 证 明了 工 /9 的 分 
配 性 . 
对 于 充分 性 , 设 已 知 L / 0 是 一 个 分 配 格 . 
令 A=fy-Q) | Qa P(L /9 这 里 水 LL/9 是 
自然 同 态 . 很 明显 ,A < P(L). 当 a =b(9) 时 ,我们 
有 ab = bg， 于 是 对 每 个 Q s PP(L /0), 或 者 88=b9eQ 或 
者 EQ. 也 就 是 说 对 每 个 了 =n-'(Q) eA, 或 者 a,bzP 或 
者 abEp， 从 而 a 三 b(0^)、 故我 人 有 4 < 6 ` 反 过 来 ， 
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如 果 asb(9), 则 ab 关 bb 是 分 配 格 工 / 6 中 两 个 不 同 元 , 根 
据 推 论 2.5, 存在 素 理 想 Qe P(L / 9) 包含 而 且 只 包含 ab,b8 
之 一 ， 为 确定 计 我 们 设 ag es Q,bg5Q. 于 是 有 aeP 
=7-"(Q), 但 bzP, 故 有 a 半 b(6,), 邮 9、< 0, 从 而 9=0。. 
充分 性 十 是 得 证 . 】 


定理 9 的 证 明 如果 格 工 是 分 配 格 ,显然 对 一 
切 6s CEL), 离 格 L/Z 8 都 是 分 配 格 . 根据 定理 11, 有 人 A 
Ss go(L) 使 9=6^. 

反 过 来 , 如 果 每 个 9 C(L) 都 是 一 个 0、,A < P(L), 则 
同 余 关 系 w 也 是 ， 十 是 由 定理 11,L 实 L / w 是 分 配 
， 格 , 】 

作为 本 节 的 结束 ,我们 用 定理 9 来 证 明 一 个 关 十 同 余 闫 
系 扩张 的 定理 . 

定理 12. 设 是 分 配 格 工 的 一 个 子 格 ,0 是 KK 的 一 个 
同 余 关系 ， 6 总 可 以 扩张 成 的 一 个 同 余 关系 . 就 是 说 ， 
有 p s C(L) 使 得 对 任意 ab 有 

a=b(9) © 4 三 b(0). 

证 明 . 根据 定理 9,6 =6^\, 这 里 AS P(K) 是 K 的 一 
个 米 理 人 息 集 . 对 每 个 Qs A, 考 虑 工 的 理想 (Q1 和 油 斗 开 
-Q)， 朋 二 Q 是 素 理 想 ,不 难 知道 有 (Qln 区 一 Q) = 中 . 
从 而 几 Stonc 引 有 P =P(Q) s P(L) 使 P32(QI1XPn 区 
—Q)=0®. 

令 A'={P=P(Q) | QeAY, 有 A' cPLI). 令 9 
=0x eC(L). 对 任意 a,be K, 当 a 三 b(0) 时 ,对 一 
切 QsA, 有 a,beQ 或 ab 有 -Q, 从 而 absP=PQ) 
或 a,beL 一 P, 划 a 三 b(p). 反 过 来 , 当 a,b& K,a = b(9) 
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I 时 ,对 每 个 P=P(Q)e A' 有 a,bsF 或 a,beL-P. 于 
是 a,bs Q 或 a,be K 一 Q, 即 又 有 a=b(0).、】 


8$ 4， 分 配 格 的 拓扑 表示 


设 工 是 分 配 格 , 对 任意 as 工 , 号 们 曾 定 义 了 一 个 未 理 
想 集 r(a) =fP s P(L) 1 azP} 并 证 明了 映射 a 一 r(a) 芷 
从 工 到 集 环 R=fr(a) | acL 的 一 个 格 订 构 ( 定 
理 2.6)，M.H.Stonc 发 现 ,可 以 在 才 理 想 集 P(L) 上 引进 
一 个 拓扑 ,使 之 成 为 一 个 拓扑 空间 ( 现在 人 们 就 把 这 个 空间 
称 为 格 工 的 Stone 空间 ), 这 个 拓 扩 空间 丰 以 更 好 地 刻 ; 
格 工 . 

首先 ,我 们 注意 到 有 以 下 事实 : R= Ufr(a) 1a} 
= 中 (L)， 事实 上 , 对 任意 Ps R(T), 由 于 P 是 真理 妃 ， 
有 asLaEP. 这 说 明 Pasr(si= ij 因此 ,我 们 可 以 
用 作为 子 基 在 中 (L) 中 引进 一 信访 扑 结 构 . 

定义 1， 在 素 理 想 集 中 (L) 上 以 R=1r(a) | a 工 } 为 子 
基 引 人 一 个 拓扑 村 使 (DD)= (天 (DD),) 二 为 一 个 拓扑 空 间 , 称 
为 格 工 的 Stonc 空间 . 

Stonc 空间 的 第 一 个 基本 性 质 乱 

定理 2.。 对 任意 Is 1(L), 令 

rMD={P : PD) | TXPY, 
则 r(D 是 Stone 空间 (LL) 的 一 个 开 集 。 不 仅 如 此 ,I(L) 的 每 
个 开 集 都 可 以 唯一 的 表示 成 "(D 的 形式 ,其 中 Is 7T(L). 


证 明 . 我们 先 注意 到 右 以 下 关系 式 成 立 : 


一 110 一 


fi rar = 人 T) 

GD) r(V{Tisie AD= rTi);Aie AT 

(uD rt(aD = (a). 

这 里 TT,T(4 8 A) 都 着 工 的 理想 ,az 工 ， 首先 ;iii) 成 立 亚 
然 . 对 二 (外 ,zr(IAT)Sr{Dar(J) 明显 成 立 . 过 体 
意 PerT)mr) ,有 TSP:TISSEP, 二 是 有 ieI jec3j 
使 六 ijEP. 从 而 有 :iaPp， 但 1iAjsTAT, 故 TAJSP， 
好 有 ee(T 和 3 故人 千 成 立 . 对 于 (in, 左 端 包含 右 端 基 明 显 
的 如 果 对 一 二 2 A 部 有 Ti 三 P, 则 了 岂 有 Vi{Ti;4e A} 
所 P. 丰 和) 式 石 端 也 包含 左 端 , 邯 (ii) 也 成 立 ， 

出 下 对 任何 了 e700) 都 有 I 了 = Vf(al 1 aesT (DGiii 式 
虐 立 说 明 从 R= fr(a) | a 8 了 I 了 出 发 经 右 限 交 和 任意 并 得 到 
的 偷 好 是 金 部 r (T)， 这 就 说 明 f(T) 了 e701)}Y 下 好 
大 (EL) 的 开 集 族 . 剩 下 还 索 证 明 的 就 基 开 集 的 去 法 形 
式 r(D 瞪 一 这 一 点 了 .事实 上 ,我 们 显然 三 az5 名 r(a) 
Er(D， 故 当 r(D =) 过 ， 有 有 

aeT ra)er(D)=r() Hae,p1l=. 1 

定理 3，(i) r(a) 是 (IL) 仅 有 的 紧 开 集 . 

(iD R={r(a) | a 工 } 是 站 (L) 的 开 集 基 . 

证 明 . 先 证 明 r(a) 是 紧 集 . 设 f7(11) | 4 A} 
是 1 (a) 的 一 个 开 复 盖 ,我 们 有 r(a)sUfrG) | 4 人} 
=/(VITT | Xe A}, 从 而 有 ae VifI， | 4 A}.、 按 定 义 有 
有 限 子 集 A。c A 使 a e VfI; | 4e Ao}, 于 是 有 rla) 

S Uf) | Xa Ao}, 即 r(a) 是 紧 集 . : 

反 过 来 ,如 果 r (1) 是 开 紧 集 . 由 于 rr(T) 

=Ufrtal las 了 下 有 aassI 使 r(DEUfrla) li 


Se 


=1n=r(Viiai)=r(a), 这 里 a=ViiaieI 故 (iD 成 
Vy 

由 于 r (a)nr(b)=r (a 和信 b)e RGiii) 也 成 立 ，】 

出 玉 a 一 r(a) 是 分 配 格 工 到 集 环 R=fr(a) asLt 的 
问 构 ,而且 中 的 运算 就 丁 集 合并 与 交 运 算 .。 央 此 如 果 
档 工 下 工 ,有 了 问 是 的 Stonc 空间 wp) 与 op(L 时 ,也 就 有 
国 构 的 集 环 丸 与 R, 从 而 也 就 有 工 实 L,. 故我 们 有 

定理 4. 在 同 构 的 范围 内 ,Stonc 空间 (L) 完全 确定 了 
分 配 格 工 . ， | 

以 上 我 们 从 分 配 格 工 的 素 理 想 集 分 (LD) 出 发 ,得 到 工 的 
Stonc 空间 gp(L)， (了 L) 回 过 头 来 义 在 问 构 的 范围 内 确定 了 
L， 这 里 (LL) 的 结构 当然 是 依赖 于 工 的 结构 的 ， 回 题 基 
Stone. 空 间 有 没有 一 个 纯 拓扑 的 特征 呢 ” 就 是 说 ,一 个 满足 某 
些 纯 拓 扑 条 件 的 拓扑 空间 一 定 是 某 个 分 配 格 的 Stone 空间 

这 样 的 条 件 有 没有 呢 ? 如 果 有 的 证, 我 们 就 可 以 反 过 来 从 
拓扑 空间 出 发 来 得 到 分 配 格 。 这 是 二 十 年 代 ,M.H.Stonc 对 
格 论 作出 的 一 项 冬 大 页 献 。 我 们 下 面 就 来 讨论 这 个 问题 . 
不 过 我 们 还 得 考查 Stonc 空间 2P(L) 的 某 兴 进一步 的 性 质 . 


定理 5、 对 任意 Ps P(L), 在 jp(L) 中 有 fP} = op(L) 
一 r(P), 这 里 {P} 是 单元 集 {P} 的 闭 包 . 
证 明 . 出 闭 包 的 定义 知道 ,Q sf{P} 的 充 娄 条件 是 Q 
的 竺 个 邻 域 都 包含 P.， HH 上 R 是 基 ,上述 邻 域 可 以 限 
jr(a).， 故 有 有 
{P}={Qs PL) | Qer(a) = 一 Per(a) 
={Q 2 ML) I P EQ}= TL) 
— {Qe PAL) | PEQ}= FL)—r(P). 
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这 里 Qerla) 一 Perta) 等 价 PsQ 地 因为 当 PSa 
时 有 有 aEQ 二 aEP, 而 当 PSRQ 时 .人 有 a5P-Q, 从 而 
有 Qera) 但 PErGt 3】 

推论 6， 当 P#Q 时 有 !P; 10;. 从 而 六 (L) 是 一 
个 To 空间.，】 

定理 7(Stone 定理 )， 分 配 格 的 Stone 空间 六 的 拓扑 
特征 是 : 

(S1D) 是 To 空间 ,又 它 的 全 部 紧 开 集 作成 一 个 开 集 基 . 

(S2) 两 个 紧 开 集 的 交 仍 是 紧 开 集 . 

(S3) 设 A 是 的 一 个 闭 集 , 紧 开 集 族 {U; | 4sA! 是 
一 个 对 俩 定向 族 . 则 当 族 中 每 个 U, 都 有 AmU; 关中 时 , 必 
有 An 门 {Ui | X28 八 } 关 @， 这 里 子 集 族 {U; | 4s A} 称 为 
对 偶 定 向 族 的 意思 是 对 任意 7.n: A, 总 有 vs 人 使 U， 
SUAU,. 

证 明 . 先 设 由 = (LL) 是 分 王 格 工 的 Stonc 空间 ， 
根 娟 定理 3 及 共 证 明和 和 推论 64S DD) 但 (5S2) 成 立 

对 于 (S3), 设 A= (LL) rr(TD),T eI(L), X Ui 
-rai) isAaiesL， J 是 A={PzE PL) I IEPY,U: 
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= 和 P&P(L) | a: 5P}. 考虑 LL 的 子 集 F=fxesEL |x 
之 a7. 对 至 少 一 个 XA 成 立 }、， 内 于; 1424sA} 是 对 偶 
定 疝 族 , 不 难 证 明 ,F 是 工 的 一 个 沽 站， 条 件 AnUi 冯 DP 
说明 a;5T, 故 有 FaI= 人 ,根据 Stonc 引 理 ,有 P ee P(L) . 
使 TEP,FNP =@. 十 是 对 一 切 4eA 有 aiEP， 
却 Per(ai)=U;. 义 从 ITscP 知道 Ps A, 从 
而 Pe An 站 {Ui 12eAu 于 是 (S3) 成 立 . 条 件 的 必要 性 
得 证 . 

现在 设 只 是 一 个 满足 条 件 (S1) 一 (S3) 的 拓扑 空间 ,我 
们 来 构造 一 个 分 配 格 工 使 得 它 的 Stone 空间 gp(L) 就 是 gp( 
在 周至 的 意义 .FF ) 为 此 ,我 们 取 网 的 全 部 紧 开 集 作 
成 L， 出 村 有 (S2),L 作成 一 个 集 环 ,因而 以 集合 并 与 交 作 
为 运算 时 是 一 个 分 配 格 ， 党 要 证 明 的 是 : 对 于 这 个 格 工 
有 (1L) 衬 ， 下 面 我 们 具体 来 构造 它们 之 间 的 一 个 同 构 


是 是 ， 
WU 
L 
bd 
| 和 
| 图 38 


我 们 先 设法 把 久 的 开 集 和 工 的 理想 如 下 这 样 对 应 起 
来 ， 设 蝇 是 多 的 开 集 .由 于 (SD), 有 U=UfasL|a 
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SU}, 这 里 a s 工 意味 着 a 是 的 紧 开 集 . 很 明显 ,I(U) 
={fagL|acU} 是 L 的 一 个 理 急 . 反 过 来 , 设 I 是 工 
的 一 个 理想 ,U(T) =UfaesL | a zl} 扰 儿 的 一 个 开 集 . 
很 明显 ,我 人 有 =U(GU)),I=T(U(1)), 故 U1(U) 或 I 
,一 U(TD) 是 op 的 开 集 与 世 的 埋 想 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
现在 我 们 来 构造 一 个 从 耻 ( 工 ) 到 多 的 辐 有 哎 映射 。 对 
任意 Ps 中 (L), 考虑 op 中 的 闭 集 和 A = 六 -UP)， 设 与 A 
, 有 非 空 交 的 全 部 紧 开 集 是 Ui,izA、 由 上 中 #UinA 
=UiN( 扩 一 U(P)), 知 道 Ui 等 U(P)， 按 U(P) 的 定义 , 作 
为 工 的 一 个 元 ,UxEP.， 对 任意 As 人 ,当然 也 有 UEP. 
由 于 P 是 素 理想 ,又 由 (S2)U, = UinU。 也 是 紧 开 集 ,从 
而 有 U,Ep, 即 USUP)， 故 UsnAx<. 这 就 证 明 


了 {U; | XeA' 是 -个 对 偶 定 问 族 . 下 基 ,出 (S3) 
有 An 门 {U; | 4 A} 去， 我们 来 证 明 这 个 非 空 集 是 一 个 
单 点 集 . 下 实 上 ，,， 可 以 证 十 对 任意 


点 peAnPmIU | XeA} 都 有 ip; = \， 因为 对 任意 
点 qs A, 和 如果 可 基 包含 q 的 一 个 紧 开 集 , 则 有 UnA 冯 包 ， 
即 U 是 某 个 Ui, 从 而 有 peU, 邮 ge fp}.， 为 一 方面 ,如 
果 有 9qEA, 则 qe 一 A. HpE--A, 得 
出 q 5 fp}. 故 确 有 fp! = A. 如 果 还 
有 qeAn 门 {U; | Xe A}, 则 fq} = 人 =fp}, 册 (S11) 知道 q 
=p， 故 ARAmnIU | Xe A}=fp? 为 一 个 单 点 集 . 于 是 
我 们 可 以 定义 一 个 映射 gp: YL) 一 由 ,只 要 规定 
对 Pe P(L),p(P)=p, 这 里 p 就 是 刚直 证 明 维 一 存在 的 那 
个 p. 我 们 来 证 明 这 个 p 就 是 所 昌 的 回 构 映射 . 

先 证 明 它 是 满 射 ,对 任意 点 ps oj, 令 I=I( 一 fp)) 
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=fagL|asJ-fp}}， I 显然 十 LL 的 埋 想 并 有 UI(I) 

一 fp 如 果 我 们 能 证 明 工 花 工 的 索 至 可 , 则 出 上 op 
一 U(T) = fp}, 按 定 义 就 应 有 o(TD) =- p, 凤 p 是 一 个 满 射 . 
考虑 工 中 其 个 元 和 V, 设 有 UETVEI， 是 Un 
了 ,VAfp} 短 ,从 而 有 pe U,V, 并 而 有 pe UNV， 这 说 
明 (UnV)ET, 凤 I 工 确 为 一 条 埋 和 龟 . 

由 9 的 定义 , 显 见 它 是 一 个 单身 因此 剩 下 要 证 其 的 
就 是 ,在 9 的 作用 下 , 集 X 在 风 (L) 中 开 的 充 此 条 件 
是 op(X) 在 巡 中 开 . 由 于 0 
是 fr(D | Ts (LY, 中 的 全 部 开 华 基 {U(T) | Te TEL 
我 们 只 周 证 明 P er() 台 p= ay . 中 实 
上 ; 

Per © IEP © UUSUIP) 

© UIDnfo -UP)#D 

HB UDNfp}#P (p=09(p)) 

© ps UD. 
定理 十 是 全 部 证 完 ，】 

定理 8. Boolc 格 的 stonc 空间 六 的 拓扑 特征 是 : 

(B1) 4 是 紧 致 的 Hausdorff 空 间 . 

(B2) 全 体 开 闭 集 ( 即 既 开 又 闭 的 子 集 ) 做 成 只 的 开 集 
基 ( 就 是 说 jp 是 一 个 完全 不 连通 空间 ). 

证 明 . 设 B 是 一 Boolc 格 , 义 内 =oB)， 出 上 不 
=y(1), 故 P 基 紧 致 的 . 对 任意 元 a 8B, 记 人 它 的 补 多 
为 4a， 由 于 (a) 与 r(a) 在 六 中 互补 ,r(a) 是 开 闭 集 . 

出 定理 7,(B2) 成立， 设 P,Qe = 了 (B), 又 PxQ. 个 
妨 设 P 算 Q， 任 取 aeP 一 Q, J 是 有 有 a'sQ 一 P. 从 


tie 


而 Per(a'),Qasr(a), 但 ra)mra)=@9, 故 op 为 
-一 Hausdorff 空间 , 于是 (B1) 也 成 立 ， 

反 过 来 , 设 折 扑 空间 凡 紧 致 、Hausdorfr 并 且 完 全 不 
连通 . 由 于 凡是 紧 致 Hausdorff 空间 , 它 的 紧 汪 ”信和 闭 
子 集 是 等 同 的 . 因而 件 体 开 闭 集 就 是 全 体 紧 开 集 . 由 
上 太 完全 不 连通 ,条 件 (S1),(S2) 对 了 成 立 . 对 于 (S3)， 
由 十 现在 {fA}YuUfUD; 5285A1 作 成 区 中 一 个 有 有 限 交 性 质 
的 闭 集 族 ,而 好 是 紧 致 空间 , 白 然 有 An 28sA 
关外, 即 (S3) 也 成 立 .于 是 出 定 运 7,o 基 出 它 的 侠 体 开 闭 
集 作 成 的 分 配 格 的 Stonc 空间 , 这 个 格 显然 还 是 个 Boole 
格 . 定理 于 是 得 证 .3 

我 们 用 Stonc 理论 的 下 述 有 趣 应 用 来 作为 本 节 的 结 
束 . 

定理 9 设 B 是 一 个 无 穷 的 Boole 格 , 则 总 有 19(B) 
> | 了 |， 

证 明 . 记 jp = 六 (B), 它 是 一 个 完全 木 连 同 的 紧 
致 Hausdorff 空间 . 对 a,be 中,a 关 b, 我 们 选 定 一 对 开 肝 
集 Use。 和 Una 使 得 asUsobzUrUsonUna 一 中 山 
在 设 U 是 一 个 开 闭 集 ,又 asU. 我 们 有 一 U 
EUfUw Lbs -UVU} 出 上 办 一 U 的 紧 性 ,有 有 限 子 
集 Nc -UU 使 得 站 -UcU{Utbs lbsN 令 V， 
= 站 fUs | be N}, 则 V。 开 并 旦 有 ae V。s U. 二 是 义 
有 U=UfIV。 | aeU}. 再 由 U 的 紧 性 知道 ,有 有 限 寺 
集 M cU 使 得 U=(J{V。| a: M}.、 因此 的 每 个 开 闭 
集 U 都 是 Us 的 有 限 交 的 有 有限 并 .因此 P 中 开 闭 集 的 个 
数 |B| 不 多 : 于 入 中 元 的 有 限 序列 的 个 数 ,而 当 六 为 无 穷 集 
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时 ,后 者 等 于 181=|P(B)I， 现在 的确 是 一 个 无穷 集 ， 
因为 已 知 B 无 穷 而 B 的 元 是 只 中 的 开 闭 集 ,站 不 可 能 有 
限 . 3】 

注意 本 定理 中 Boolc 格 B 万 穷 这 个 条 件 是 不 能 去 掉 
的 . 下 面 所 示 的 Boolc 格 B; 中 ,有 ,PP(B;)i=2, 但 1B| 
=4,1 人 (BH> |B| 不 成 立 . 


§ 5， 分 配 元 、 标 准 元 与 中 性 元 


定义 1 设 工 为 任意 格 ,a e 工 . 

(i) a 称 为 世 的 一 个 分 配 元 ,如 果 对 一 切 xy s 工 都 有 
aV(xAy)=(aVv x) 人 (aVvy), 

(ii) a 称 为 标准 元 ,如 果 对 一 切 x,yz 工 有 
xA(aVy)= (x 人 a)Vv (x 人 \y)., 

( 道 ) a 称 为 一 个 中 性 元 ,如 果 对 -一 切 x,ys 上 有 

(aAx)V(xAy)V(yAa)=(avVx)A(xVy)A(yVa). 


在 图 33 所 示 的 格 况 ,中 ,u,v,asc 是 分 配 死 ,但 b 不 
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是 ;u,v,a 是 标准 元 ,但 < 不 是 ;只 是 u 和 和 v. 是 中 性 元 . 
在 M3 中 , 只 有 uv 是 分 配 元 , 它们 也 是 标准 元 和 中 人 性 元 . 
很 明显 , 格 工 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 它 的 每 个 元 都 是 分 
配 元 、 标 准 元 和 中 性 元 . 
对 偶 地 ,我 们 可 以 定义 对 偶 分 配 元 各 对偶 标 准 元 设 有 
对 偶 中 性 元 ,因为 中 性 元 的 定义 是 白 对 偶 的 . 
以 下 几 个 定理 ,给 出 了 上 述 诸 概念 的 若干 等 价 描述 . 


定理 2. 设 工 是 格 ,as 世 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) a 是 的 分 配 元 ， 

(ii) 映射 pb: L 一 [a), 这 里 p(x)=aVx. 是 一 个 满 同 态 ， 

(iii) 定义 工 的 二 元 关系 9. 如下: 

x 三 y(0,.) © avx=aVy (xy8 工 )， 
9。& C(L) 是 LL 的 一 个 同 余 关系 . 

证 明 ，(i) = (iD，e 把 工 映射 到 [fa) 明显 ; 出 于 对 作 
意 b>a 有 olb)=b, 所 以 op 是 满 的 . 9 显然 保持 运算 Vv， 
它 也 保持 入 , 央 为 a 是 分 本 元 故 从 (iD 推出 (ii). 

(ii) = (iii)， 由 于 wp: L 一 [a) 是 一 个 满 同 态 ,由 定 
理工 .4.6 的 证 明知 道 ,现在 的 9, 就 是 那 里 的 9。, 而 后 者 
是 工 的 一 个 同 余 关系 . 

(iii) = (i). 由 于 aVx =aV(aVx), 有 x 
三 a Vx(9,). 同样 ,有 y=aVy(9,). 从 而 有 xAy 
= (avVx)A(aVy)(9.). 按 定义 得 到 

aV(x A =aVv((avx)A(avy) =(avx)A(avy), 

地 a 是 分 配 元 .，】 
定理 3. 设 工 是 格 ,as L, 则 以 下 条 件 等 价 : 
(i) a 是 IL 的 标准 元 ， 
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(ii) 如 下 定义 的 IL 的 二 元 关系 6, 是 的 一 个 同 余 关系 : 
x 三 y(9。) 台 存在 at<a 使 xvy=(xAy)Vait, 这 
里 x,y s 工 ， 

(ii) a 是 分 配 元 ,并 且 对 x,y eL 有 

aN\xX=aN\y,aVx=aVy = x=y. 

证 明 . (i) = (iD 设 a 是 标准 元 ,又 9。 是 (ii) 中 那 
样 定义 的 一 个 二 元 关系 , 我 们 验证 它 满足 定理 工 .4.3 的 全 部 
条 件 . 9。 是 自 反 的 ,因为 x =xV (x 人 a), 这 里 a1=x 信 a. 
a. 又 按 定义 有 x 三 y(9s) 侣 xVy 三 XA 人 y(9,). 如 
果 x<y< 和 z 又 x=y(gs)y 三 7(g), 则 y=xVai)7 
=yVaaalaz 和 a 从 而 有 z=xV(a1Vaz),a1Vas <a, 
即 也 有 x 三 z(0,).， 城 后 , 设 x<y, 义 x 三 y(9.).， 于 是 
有 a1<a 使 y=xVai. 对 任意 LL 有 yvi 
=(X Vt)Vai, 即 有 xVt 三 YYV1(4，)， 对 交 运 算 入 ,注意 
到 yA 人 tgy=xVarxVa, 出 上 -a 是 标准 邢 , 我 们 有 

yAt={(yA 人 tt) 人 (x Va) 

=(yAtAx)V(yAtAa)= (x 人 人)Vai 
这 里 ay =(y 人 人 t)jAa<a. 故 有 xAy=yAt(9.).， 根据 定 
理工 .4.3,9。e C(L) 是 一 个 问 余 关系 . 

(ii) = (iii). 设 已 知 b。8s C(IL), 按 定义 有 Xx 
=XVa(gs)y=yVa(g.). 故 对 任意 xyeL, 有 xAy 
三 (aVx) 人 (aVy)(9.), 从 而 有 a1<a 使 (x 和信 y)vai 
= (aVx) 人 (aVy)， 两 端 问 并 一 个 a 就 得 出 

av(xAy)=(aVx)A(aVy). 
即 a 是 工 的 分 配 元 . 

现在 设 x,yeEL 有 aAx=aAy'avx=avy. 由 下 y 

三 aVy(9,), 我 们 有 x 人 yx 人 ^ 八 (avVy)=x 人 (avx) 
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=x(9.). 于 是 有 ai<a 使 x=(xAy)vai. 由 此 知道 ah 
<x, 从 而 a <a 人 x =a 人 人 y. 但 由 此 有 ai 和 xAy, 从 而 得 
到 x=xAy. 同 理 有 y=x 人 入 y, 故 x =y,(iii) 于 是 成 立 . 
(ii) = (i)， 设 已 知 (ii) 成 立 ,对 任意 xy 6 LL, 今 b= x 人 
(aVy),c= (xAa)V(xAy), 我 们 来 证 明 b=c， 为 此 我 们 只 寡 
证 明 有 a 和 人 b=a 人 caVb=aVc， 中 实 上 
aAx<aAc<aAb( 因 为 c&b) 
=a 人 x 人 (aVy)=a 人 人 x. 
故 有 a 人 b=a 人 人 c.， 又 由 于 a 是 分 配 元 ,不 们 还 有 
aVb=aV(xA(aVy))=(aVx)\(aVvy) 
=aV(xAy)=aV(xAa)V (xAy)=aVve 】 
定理 4， 设 工 是 格 ,as LL, 则 以 下 条 件 等 价 : 
(D a 是 工 的 中 性 元 ， 
(ii) a 是 分 配 元 和 对 偶 分 配 元 并 且 对 xy e 工 有 
8aAX 一 8 人 y， aVx=aVy = x=y, 
ii) 存在 一 个 有 1 的 格 A 和 一 个 有 0 的 格 B 和 一 个 从 
工 到 AxB 的 嵌入 映射 np: L 一 Ax B, 使 得 p(a)=(1,0). 
(iy 对 任意 xyeL, 由 ax 和 y 三 个 元 生成 的 工 的 子 格 
是 分 配 格 . 
证 明 . (i) = (iD， 当 a 是 中 性 元 时 ,对 x,y e L， 我 们 
有 
x>a 一 aV(xA\y)=xA 人 人 (avy). 
事实 上 , 当 x>a 时 ,由 于 a 是 中 性 元 ， 
avV(xAy)=(aAx)V(CXAy)V(aAy) 
=(aVx)A(xKVY)A(aVy)=xA(aVy). 
利用 上 述 关系 式 ,对 任意 x,y e 工 ;我们 有 有 
aV(XAY)=aV(aAx)V(XAy)V(aAy) 
本 


=aV((aVx)A(xVyA(avy)) 
={(aVx)A(avVy)A(avVxVy)= (a Vx)A(aVvy). 
故 a 是 分 配 元 . 对 偶 地 , 它 也 是 对 偶 分 配 元 . 
现在 设 有 a 和信 x=a 人 人 y,aVx=aVy.， 我 们 直接 计算 得 到 


x=xA(avVx)A(xVy)A(aVvy) 
=x 人 人 ((aAx)V(xAy)v (a 和 \y)) 
=xA 人 ((aAx)v(xAy))= ee 
=(aAx)V(XAyY)V(a 人 y). 
由 于 上 式 右 端 关于 x,y 是 对 称 的 ,我 们 也 有 y= (aAx)V (x 人 
y)V(aAy) 从 而 有 x=y. 


(ii) ~ (iiD). 设 (ii) 成 立 ,我 们 令 A =(abB =[a). 
并 令 p(x)=(a 人 x,aVx),x ssL,p 是 从 工 到 A xB 的 一 个 映 
射 . 由 于 (ii) 成 立 ,p 显然 是 一 个 湖人 了 映射 ,并 有 o(a) 
= (a,a), 这 里 a 是 格 A = (al] 的 最 大 元 1, 又 是 格 B = [a) 的 
最 小 元 0. 

iii) = 《iv). 我 们 注意 到 治 a 是 格 工 的 最 大 元 1 或 最 
小 元 0 时 (当然 是 在 工 有 最 大 元 1 或 坡 小 元 0 时 ))axy 总 
生成 分 配 格 ; 又 当 ax,y 在 工 中 生成 分 配子 格 时 ,对 工 的 任 
意 子 格 L 当 axysLi 时 ,它们 在 L 中 也 生成 分 配子 
格 . .由 (iii) 我 们 知道 p(L) 是 A x B 的 子 格 , 并 有 op(a) 
=(1,0)， 令 p(x)=(x1,x2),p(y)=(y1,y2). 由 于 9 是 
从 工 到 gqg(L) 的 同 构 ,a,x,y 在 LL 中 生成 的 子 格 ， 
与 (1,0),(x 1,x2),(y1sy2) 在 gp(L) 中 生成 的 子 格 同 构 。 由 于 
在 A x3B 中 格 运算 是 按 坐标 进行 的 ,后 者 生成 分 酸 格 ， 
故 (iv) 成 立 . 
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(iv) 一 (1). 显然 . 了 

定理 5. (i) 中 性 元 是 标准 元 , 标准 元 是 分 配 元 ， 

(ii) 同时 是 标准 元 和 对 偶 标准 (或 分 配 ) 元 的 元 是 中 性 元 . 

(iii) 当 a 是 分 配 元 或 是 标准 元 时 ,定理 2(iii) 和 定 
理 3(ii) 中 定义 的 同 余 关系 6。= 6((a1). 

证 明 、 (i) 和 (ii) 是 定 埋 2,3,4 的 直接 推论 . 

对 于 (iii), 先 设 a 是 分 配 匹 , 很 明显 对 任意 x,y & (al 
有 avVx=avy, 邮 有 x=y(6s), 故 有 8(aD) 和 96. 设 问 余 
关系 9> 6((a]), 则 对 任意 上 <a 有 A=a(8), 从 而 当 x,y2 工 
满足 avVx=aVvy, 即 x=y(6.) 时 ,有 有 

x=xV(xAa)=xVa=yVa=yV(y 人 a)=y(0), 
因为 x 人 a,y 人 和 人 aa. 因此 义 有 909。<9, 这 说 明 9。 
= 0((al). 

当 a 是 标准 元 时 ,对 任意 x,ye (al, 有 xVy 
=(x 人 y)V (xVy), 这 里 xVy<a, 故 有 x 三 y(9。) 邮 98((a1) 
< 8。. 仍然 考虑 同 余 关系 8> 9((a])). 当 x 三 y(0)， 
即 xVy=(xXAy)Vawai<alt, 由 a 人 xX 入 y,a1 (a, 我 
们 有 

xAy=(xAy)V(aAxAy)=(xAy)/al=xVy(0). 
从 而 x 三 y(9)， 同上 我 们 也 得 到 6。 = 6(aD)，】 

定理 6. 设 工 是 格 , 则 我 们 有 

(i) LL 的 全 体 分 配 元 作成 一 个 并 子 半 格 D( 就 是 说 
当 a,be D 时 总 有 av bz DD), 

(ii) 全 体 标准 元 作成 一 个 子 格 S; 全 体 中 性 元 作成 一 个 
子 格 NN. 

证 明 .， (i) 设 a,be DD, 出 分 本 多 定义 得 到 

(avb)v(xAy)=av((bvx)A(bVy)) 

da 


=((aVb)Vx)A((avb)vy), 印 avbsD. 

(ii) 设 ab es S. 对 并 运算 我 们 有 

xA(avbVy)=(xAa)vV(xA(bvy)) 

=(xAa)V(xAb)V(xAy)=(xA(aVb))V(xAy)， 
这 说 明 a Vb se S， 对 交 运 算 , 我 们 证 明 等 式 

Qanb = 0 人 Or. 

这 里 8,,9。 和 bsxs 是 定理 3(ii) 中 定义 的 二 元 关系 。 由 
于 a,be S,8,,9b & C(L).、 如 果 等 式 成 立 , 则 sw 也 是 同 余 
关系 , 从 而 根据 定理 3 有 a 八 be S. 按 定义 ,显然 有 gs 
0, 入 9b. 因此 , 设 有 x 三 y(9, 人 66). 由 x 三 y(9,) 
有 ar<a 使 xVy=(xAy)vai, 于 是 at=atA(xVy) 
三 a1 人 X 人 人 y(9b).， 又 有 bi 和 b 使 ai=(aiAxAy)Vbl. 
从 而 得 到 (x 入 y)Vbi=(x 人 人 y)V(a1 人 xAy)Vvbi 
=(xX 人 人 y)Varl =XVy. 由 于 bi <a 人 b, 有 x 三 y(0snb), 从 
而 9。nb = 090s。 人 入 9b 成 立 . 

对 中 性 元 a,b es N, 我 们 有 a,be S, 故 有 a 人 bzS. 由 
定理 5, 只 需 再 证 明 a 入 b 是 对 偶 分 配 的 就 行 了 . 由 于 a,b 
是 对 偶 分 配 的 ,而 在 工 的 对 偶 格 中 , 并 运算 正 是 中 的 交 运 
算 , 故 由 (i) 已 证 得 的 结果 ,aAb 是 对 偶 分 配 的 ,从 而 
有 aAbeN. 由 于 中 性 元 是 自 对 侦 的 ,aVbe N 也 成 
立 . 】 

应 注意 分 配 元 集 D 一 般 不 能 作成 子 格 . 如 下 图 所 示 的 
格 中 ,a,b 是 分 配 元 但 aAb 不 是 ,对 图 中 的 x,y, (a 入 b)V (x 信 
办 显然 不 等 于 ((a 入 b)Vx) 人 (Ga 和 Ab)Vy) ， | 


对 于 有 界 格 ,分 配 元 、 标 准 元 或 中 性 元 可 能 有 补 元 存 
在 . 在 本 节 开 始 提 到 的 例 况 中 ,分配 元 c 的 补 元 .b 不 是 
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分 配 元 ,标准 元 a 的 补 元 c 不 是 标准 元 . 但 可 以 证 明 中 性 
元 如 有 补 匹 , 则 必 仍 为 中 性 元 ， 宇 实 上 , 设 a 是 有 和 界 格 工 
的 一 个 中 性 元 ,并 设 a 有 和 补 包 a 根据 定 埋 4 及 其 证 明 ， 
我 们 有 该 人 映射 p: LL -A xB, 直 中 A=(al,B =[a),o(x) 
=(xXAaxYa),p(a)=(a'a)=-(1A.0s) 不 难看 出 o(0) 
=(0,a) = (0A,08),9(1)=(a,1)=(1a,1ls). 出 J 在 AxB 
中 ,(04,08),(14,18) 分 别 是 它 的 空 元 和 单位 元 ,p(a) 

二 (14,08) 在 A xB 中 有 除 一 补 匈 (04,18)， 出 于 9 是 湾 
入 ,我们 只 能 有 p(a')=(04,15).， 但 (04,18) 显然 是 A 
x B( 更 是 o(L)) 的 中 性 匹 , 故 a 花 工 的 中 性 元 ,于 是 中 性 
元 对 取 补 元 是 封闭 的 . 


图 40 


定义 7。 有 补 的 中 性 光 称 为 中 心 元 , 爹 体 中 心 甩 作成 的 
集 称 为 格 的 中 心 . 

定理 8 有 界 格 的 中 心 是 一 个 Boolc 格 . 

证 明 .。 ”我们 已 知 中 心 元 的 补 元 仍 是 中 心 苑 ， 不 难 知 
道中 心 元 的 并 和 交 也 是 中 心 元 .， 故 有 漠 格 的 中 心 基 一 个 有 
补 格 . 它 显然 还 是 一 个 分 配 格 , 故 它 是 一 个 Boole 格 .。 】 
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第 三 章 “习题 


1.， 设 工 是 分 配 格 ,LJ# TCL)， 证 胡 当 IvVJ 和 IAJ 都 
蚌 主 理想 时 ,I,J 都 是 主 理 候 . 

[提示 : 设 IVJ= (xJ,T 人 J= (yl 利用 定理 2.2 的 结果 ,有 有 i 
eT,jsJ 合 x=iVvi.] 

2. 习题 1 的 结论 是 否 是 格 工 是 分 配 格 的 特征 性 质 ? 

3. 证 明 引 理 3.10: 工 是 格 ,P : 人 R(L), 则 对 任意 a,byc 8 
工 有 av(bAc)sP © (avb)A(ave)eP. 

4. 证 明 格 工 是 分 配 格 的 充 紫 条件 是 对 任意 xy,z 8 工 
有 xA(yV7)<(xAy)Vz. 

ee een a,m.c8 工作 人 不 等 式 中 先 今 x= aV 

=b,z=a, 再 令 x=b,y=c./=a.l 


5. ”利用 习题 3 证 明 如 采 对 格 工 的 任意 元 x,y, 只 要 x 
<y, 就 有 Pe 中 (IL) 使 x EP,y EP, 则 工 是 一 个 分 配 格 . 

6. 利用 定理 1.1 证 明 题 5 中 的 结论 . 

7.， 证 明 在 分 配 度 讲 格 中 , 当 y z [x 入 zx Vz] 时 ,有 

p(X,2) = p(X,y) + p(y,7). 

8， 证 明 Stonc 引 理 的 逆 . 

9， 设 工 是 一 个 有 单位 元 1 的 分 配 格 .证 明 每 个 业 理 
想 P 都 包含 在 工 的 一 个 极 大 素 理 想 Q 中 (Q 称 为 极 大 素 理想 
,如 果 Qe 中 (L), 又 当 义 8 JEL) 并 有 卫 X2Q 时 则 X=Q.) 

10， 设 工 是 有 零 元 0 的 分 配 格 . 证 其 每 个 烷 理 想 P 都 
包含 一 个 极 小 索 理 想 (Q s P(L) 称 为 工 的 一 个 极 小 素 理想 ,如 
果 Xs 中 (L) 并 且 XsQ 时 总 有 X=Q.) 
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1， 设 工 为 一 分 醒 格 .如果 十 的 每 个 素 埋 得 都 包含 一 
个 仆 小 条 理想 ,证 明 工 必用 多 0. 

12. 举例 说 明 , 一 个 格 可 以 二 没有 极 大 末 理 根 , 也 没有 极 
小 来 理 龟 . 

13.， 证 明 当 Pe 名 (L) 寺 , 则 (Pls 人 P(ACLD)， 人 种 首 命题 城 
立 否 ? 

14， 证 明 推 论 2.5 的 道成 立 . 

15， 设 工 是 分 配 格 ,xyabzLx<sya<b， 证 明 xA 
a=yAaxvb=yvb 怠 有 pdcL 使 得 x= (avp)A 

=(bVp)A9q. 

16， 设 工 是 分 配 格 ,x,yabezL， 证 明 当 x<y<a<b 
或 ak<b<x<y 上 时 ,让 xsy(b(a,b)) => x=y. 

17， 设 尼 是 分 配 格 工 的 节 恪 证明 当 2 只 天) 对 有 Q 
EL) 使 P=QnK. 


18. 设 工 是 许 ,AS 史 (L)，LL 上 的 一 个 二 元 关系 0A 
,的 定义 是 : x 三 y(04) 全 对 一 和 P ezA, 或 者 x,ysP 或 
者 x,yzE 一 P. 省 由 0A 是 世 的 问 余 关系 . 

19， 设 工 是 一 个 有 办 分 配 格 , 如 果 对 工 中 每 个 元 x 都 
有 了 唯一 元 xX 对 之 对 应 并 满足 条 件 : (i) x =x; (ii)xvy 
二 XA 则 工 称 为 一 个 Morgan 代数 . 证 明 : 

(DxAy=XVy; (0=1,1=0; (ii)x <y © Xx>Y. 

20， 设 工 是 格 ,L 的 理想 工 称 为 相对 于 漏斗 是 素 的 ,如 
果 xAysI 又 xsF 则 ysI， 证 明 

(i) 如 果 了 相对 于 下 是 未 的 , 则 TImTF= 中 . 

(ii) 真理 奶 工 荐 过 理 棚 的 充 慨 条 件 是 它 样 对 于 一 切 满足 
条 件 TAF=@ 的 淹 计 下 都 是 杂 的 . 
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(ii) 设 I 是 理想 , 淹 斗 F 三 其它 一 切 油 计 ( 按 包含 大 系 ) 均 
可 比 , 则 工 相对 于 下 是 条 的 充 归 条件 中 IE=@. 


让 设 工 是 Morgan 代表 IT :7(L). 证 骨 工 
= 公 x &T) 是 一 个 汤 斗 ,并 且 工 相对 j 了 是 米 埋 想 . 

22.， 设 B=(B;V, 信 ) 十 Boolc 格 ,对 x,ysB 定义 

X 十 y=(xXAyY)V(x Ay), x "y=x 人 \y, 
这 里 xy' 分 别 是 x,y 的 补 邢 证 明 B =(B;+，，) 是 一 个 
有 单位 元 并 满足 条 件 x? =x.x=-x 的 环 (这 种 特等 环 称 
为 Boolc 环 ). 

反 过 来 ,如果 了 =(B;+,…) 基 一 个 有 单位 元 的 Boolc 
环 , 则 对 x,ysB 定 义 xVy=x+y+x*yxAy=x"y 
时 , 得 到 的 B =(B;V, 和 ) 是 一 个 Boolc 格 . 

23、 设 Ps。 和 由, 是 两 个 无 公共 点 的 Stonc 空间 ， 
考虑 并 集 = ov , 规 定 Useop 基 开 集 当 且 仅 
当 Un 所 o 和 Un 六 i 分别 六。 和 六; 的 开 集 、 证 明 当 jp 
和 妨 ， 都 是 分 配 格 的 Stonc 空间 时 ,六 也 是 . 

24. ”证明 在 题 23 中 , 当 6 = (Lo),1= (Li1) 
时 ,及 = (Lo x Li). 

25. 证 明 : (i) 当 a s 工 是 分 本 所 时 , 主 理 想 (a] 是 一 个 
问 余 关系 的 完整 同 余 类 ;ii 在 图 41 所 示 的 格 中 ,(a] 是 一 个 
回 余 关系 的 完整 同 余 类 , 但 元 a 不 是 分 配 元 . 

26. 设 a 是 格 工 的 分 配 元 ,证 明 LV/ 6. 兰 [a). 

27. 证明 元 a 是 标准 元 的 充 娄 条 件 是 x<aVy = 一 x 
=(xA\a)V (x 人 入 y). 

28， 证 明 对 模 格 来 说 ,分 配 光 = 标准 元 = 中 性 元 . 
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29. 设 a,b 是 格 I 的 分 配 郊 ,用 直接 验证 4。vs 
=0.Vg 的 办 法 证 明黄 个 分 本 元 的 并 是 分 本 元 . 

30. 证 明 映 射 a 一 9。 蚌 标准 元 作成 的 千 格 到 间作 关系 
格 的 一 个 溢 入 . 

31. 设 工 是 有 内 分 配 格 ,证 明 当 abesL 义 a<b 
I 时,8(a,b) 在 C(L) 中 有 补 匹 6(0.ai 0(b.1). 
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第 四 章 伪 补 格 


§1， 伪 补 格 


设 工 是 有 和 界 介 本 格 ,a 工 ， 如 i 果 a 有 补 元 a 存在 ， 
则 a 是 集 fxeL | aAx=0}) 的 最 大 元. 事实 上 由 
于 a 人 和信 a' =0,a' 属于 这 个 集 .， 如 果 有 x&L 使 a 入 x =0， 
但 x 近 a . 则 y=xva >a . 由 了 aAy 
=(a 人 x)V(a 人 人 a’)=0, 义 aVy zava =1. yy 是 不 问 
于 a' 的 a 的 男 一 个 补 元 ,这 不 可 能 、， 故 必 有 x a, 而 a 
是 所 说 的 最 大 元 . 

对 于 一 般 的 格 , 补 元 可 以 有 以 下 的 推广 概念 . 

定义 1 设 世 基 一 个 有 去 无 0 的 格 ,asL.， 元 a 称 
为 元 a 的 伪 补 元 ( 简称 伪 补 ), 如 果 a 和 a*=0 义 对 一 
切 xeL 有 aAx=0 一 xx<a'. 

换 句 话说 , 当 a* 存在 I 时, 它 是 集 {x seL |aAx=0) 
的 最 大 元 . 故 对 有 和 界 分 醒 格 来 说 ,有 补 元 有 伪 补 存在 ( 即 
补 元 本 身 ). - 

定义 2. 设 工 是 一 个 有 10 的 格 ,如 果 每 个 元 asL 都 
有 盆 补 a” 存 在 , 则 我 们 称 工 为 -个 伪 补 格 . 

很 明显 ,Booic 格 是 伪 补 格 ， 但 不 难 痊 证 ,极其 简单 
的 格 M3 却 不 是 伪 补 格 . 总 然 这 样 , 仿 补 格 仍 是 一 类 非常 
和 车 此 的 格 ,我们 很 快 就 会 知道 , 有 许多 各 此 的 格 都 是 伪 补 
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格 . 

我 们 注意 到 在 盆 补 的 定义 中 只 用 到 交 运 算 , 这 使 得 我 
们 可 以 在 所 谓 交 半 格 中 定义 伪 补 的 概念 . 

定义 3. 具有 一 个 二 元 运算 = 的 代数 系统 (A,。) 称 
为 一 个 半 格 , 如 果 运 算 。 满足 疾 等 律 , 交换 律 各 结合 律 . 

对 于 一 个 格 L =(L; V ,入 ), 如 果 我 们 只 考虑 共 中 一 个 
运算 时 , 则 (L,Vv) 利 (L,A) 都 是 半 格 . 但 这 两 个 半 格 又 有 
所 不 同 . 因为 上 原来 又 是 一 个 偏 序 集 L =(L,<). 这 里 
偏 序 < 与 运算 V 和 人 的 关系 是 不 相同 的 . 就 是 说 ， 
对 V 我 人 有 x<y 侣 xVy=y, 对 入 则 有 x<y 合 x 人 y 
=x. 出 此 我 们 引导 到 以 下 定义 . 


(a) fb) 
| 包 42 


定义 4。 如 果 半 格 (A,。) 加 时 是 一 个 偏 序 集 ( 设 偏 序 
仍 记 作 <)， 则 当 运算 。 与 偏 序 < 间 有 关系 


x<y 人 Hx°y=y (x,y £ A) 
时 ,我 们 称 半 格 (A,。) 为 一 个 并 半 格 . 如 果 关 系 
X<y 全 X。y 一 X (x,y £ A) 


成 立 , 则 (A,。) 称 为 一 个 交 半 格 . 
不 难 证 明 , 当 (A,。) 是 并 半 格 时 ,x 。y = Sup{x,y}. 
当 (A,。) 是 交 半 格 时 , 则 有 x 。y = Inffx,y}( 作为 习题 请 读 
者 证 明 ). 当 L=(L;V,A) 是 格 时 ,(L,V) 是 并 半 
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格 ,(L,A) 是 交 半 格 . 今后 我 们 总 所 并 半 格 的 运算 。 iu 
作 V, 交 半 格 的 运算 。 记 作 人 . 
无 论 并 半 格 或 是 交 半 格 通常 都 不 是 格 ， 图 42 所 示 起 
上 岗 个 域 简单 的 例 , 其 中 (a) 是 并 半 格 ,(b) 是 交 半 格 . 
定义 5， 设 L=(L, 信 ) 是 一 个 有 0 的 交 半 格 . 如 果 
对 JGa gL 有 龙 a" 全 得 a 作 x=0 舍 x<a'(xsL), 
则 a* 称 为 元 a 的 伪 补 (元 )， 如 果 工 的 每 个 元 a 部 有 熏 
补 元 a" 存在 , 则 工 称 为 一 个 伪 补 交 半 格 . 
很 明显 ,如果 元 a 有 伪 补 元 as 存在 , 则 a "是 唯一 
的 . 
定理 6. 伪 补 交 半 格 一 定 有 界 . 
证 明 . 按 定义 盆 补 交 半 格 有 域 小 元 0， 对 任 站 
元 xseL, 按 0 的 定义 有 0Ax =0, 是 0 就 是 工 的 最 大 
.元 (今后 我 们 仍 记 最 大 元 为 1). 
定义 7. 设 工 =(L,^) 是 伪 补 交 半 格 , 焦 
B(UL)=fa” laeL' 
称 为 L 的 骨架 ,B(L) 中 的 疱 称 为 二 的 闭 元 . 集 
D(L)={aeL la’=0} 
称 为 二 的 稠 集 ,D(L) 中 的 元 称 为 的 稠 元 . 
定理 8. 设 L=(L, 入 ) 是 伪 补 交 半 格 ， 则 对 一 
切 a,bzL 有 
(0) a<a'', 
(i)axgb=a’>b', 
(ii) a* =a*, 
(iv) ae B(L) a=a'', 
(v a,bz B(L) = a 和 bs B(L) 
(vi) 把 B(L) 看 成 偏 序 集 (用 的 序 ), 当 a,b & B(L) 时 ,有 
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Supsw{a,b} =(a* 和 Ab"). 

证 阴 . (i),(ii) 显然 . 对 于 (iii), 由 (和 (Gi) 有 a 
<a". 由 (i) 又 有 a <(a')' =a'"*. 对 于 (iv)， 
当 a & B(L) 时 ,有 bel 使 a=b', 于 是 由 (iii) 得 到 a 
=b'"" =a""*. 上 反 过 来 ,如 果 a=a", 则 令 b=a" 时， 
有 a=b* zB(L). 

要 证 明 (v), 设 a,be B(L), 则 a =a"*,b= 由 
0 Ee (ii) 得 到 (aAb)'"<a ,b…, 从 
而 (a 入 b)* “和 Ab… =aAb. 但 由 (i) 有 a 和信 b 
Ed a =g 人 b, 由 (iv) 知 
道 aAbeB(L). 

最 后 来 证 明 (vi). 设 absB(L). 由 于 a" 
>a"Ab',a=a…<(a 人 b ) . 同 理 有 b 
<(a" 人 b")". 由 于 (a 人 人 b")" aB(L), 它 是 fa,b} 
在 B(L) 中 的 一 个 上 界 . 设 xsB(L) 也 是 fa,b} 的 一 个 上 
界 ,a,b<x. 从 而 a",b 之 x',a" 人 b>x". 于 是 
有 (a Ab')" "sx"=x, 即 (a 入 b")° 
=Supaw{a,b}. 】 

定理 9. 设 工 是 伪 补 交 半 格 . 如 果 对 abeB(L), 规 
定 

aVb=(a" 和 人 b').. 
则 B(L) = (B(L);V, 信 ) 作成 一 个 Boolc 格 , 其 中 交 运 算 就 
是 工 中 的 人 . 

证 明 . 首先 不 难 证 明 B(L) = (B(L);V, 信 ) 是 有 补 
格 . - 
事实 上 ,由 于 0=1',1=0',0,1e B(L). 对 于 任 
意 aeB(L),a"sB(L). 又 由 于 aAa"=0aVa 
=(a" 人 a…) "=0'- =1,a" 就 是 a 的 补 元 . 


13 一 


要 证 B(L) 是 分 配 格 ,根据 定理 8 的 (v) 和 (vi), 它 己基 一 个 
格 . 因此 只 需 证 明 分 配 性 ， 根据 习题 TI.4.， 我 们 只 需 证 明 
有 不 等 式 xA (yVzDs<(xAyYVz 成 立即 可 ， 这 里 xyyze 
B(L) 是 任意 三 元 .事实 上 ,由 了 zzAxyAx<(xAy)Vz 有 了 
AxA((xKAy)Vz) =0yAxA(xAyvVz) =0， 故 有 xA 
((xAy)Vz) sy "7 从 而 和 y 和 7， 用 此 我 们 得 到 x 入 
((xXAy)V7z)" 人 (yAz")" =0.， 进而 和 有 x 人 (yAz')" < 
((xX 和 人 y)Vz) "=(x 人 Vy)Vz 也 就 是 x 人 (yV7)<(x 信 y)Vz, 故 
B(L) 为 一 个 分 配 格 ，】 


定理 10. 设 世 是 伪 补 交 半 格 . 对 任意 abe 工 总 有 
(a 和 Ab)'" =a”… 入 b…， 
从 而 稠 集 D(L) 是 工 的 一 个 漏斗 . 
证 明 . 我 们 只 需 证 明 等 式 
(a 和 Ab)’ =(a* Ab"*): 
即 可 . 考虑 元 x=(a 人 b)" 人 和 人 a" 人 人 b"*. 由 于 x 
(a 入 b)', 有 x 人 a 和 b=0, 从 而 x 人 a<b". 但 由 x 的 定 
义 有 xs 和 <b…, 故 xAa 和 xb Ab… =0, 即 x<a". 又 出 
于 x 和 a…, 我 们 得 到 x<a'Aa… =0. 就 是 说 ,(aAb) 
< (a"" 人 b"…)". 相反 的 不 等 式 明显 成 立 ,这 就 得 到 了 所 
要 的 等 式 . 
现在 设 a,b s D(L), 我 们 有 a =0,b" =0. 于 是 
有 (aAb)" =(a… 和 Ab …) =1 ”=0, 即 a 和 人 beD(L). 
当 x>a 时 ,有 x" <a" =0, 所 以 也 有 xsD(L)， 故 D(L) 
为 一 漏斗 . 】 
当 L = (Li V,A) 是 伪 补 格 时 , 它 具 有 更 好 的 性 质 . 
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定理 11， 设 L=(L; wv,” ) 是 伪 补 格 , 则 我 们 还 有 
{avb)* =a’ Ab'. 
由 此 可 知 .对 Boole 格 B(L), 其 并 运算 这 时 可 定义 为 
aVb=(avb) 

证 明 . 不 等 式 (aVb)* 和 th 显然 成 这， 对 相 
有 反 的 本 等 式 , 由 asa'' gta'Ab')',bg<b'' 
和 ta" 人 b')', 有 aVbs(a 人 人 b')', 从 而 a 人 入 b* 
=(a"A 人 人 b") 和 (avVb)…, 故 (dvb) ”=a" Ab 起立 . 

对 等 式 再 取 一 次 俯 补 ,得 到 avVvb=(a'" Ab ) 
=(aVb)''. } 

等 式 (avVb)' =a "A 拱 天 于 盆 补 运算 * 的 一 
个 de Morgan 公式 (参见 第 三 章 习 题 19)， 我 们 指出 .对 
于 一 般 伪 补 格 , 男 一 个 公式 (a 人 Ab)' =a*' Vb* 是 不 成 立 
的 . 下 图 所 示 的 盆 补 格 中 ,有 a* =b,b' =a,a* Vb* =¢, 
但 (a 人 b)* =0* =1#¢ 
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| 所 43 
下 面 我 们 来 看 几 类 重要 的 伪 补 客 . 
定理 12. 有 限 分 配 格 是 伪 补 格 . 
证 明 . 对 任意 a zs 工 ,考虑 集 
S=fxeLiaAx=01. 
la 


令 xo=YVS. 由 分 本 性 有 a 入 xo=a 人 VS =Vivs(a 人 人 x) 
=0. 于 是 xoS 它 显然 是 S 中 的 最 大 元, 就 是 说 
.a 三 xo 存 在 . 】 
定义 13. 设 工 是 完备 格 .如果 对 任意 元 asL 和 任 
意 子 集 S cL, 总 有 等 式 
aAVS =Vxs(a 人 人 x) 
成 立 ,我 们 说 格 L 有 并 无 穷 分 配 性 .， 和 如果 总 有 
avAS=A 人 xcs(aVx) 
成 立 , 则 说 工 有 交 无 穷 分 配 性 、 如 果 两 者 同时 成 立 , 则 工 
称 为 一 个 无 穷 分 配 格 . 

下 述 定理 是 定理 12 的 明显 推广 . 

定理 14. 具有 并 无 穷 分 配 性 的 完备 格 是 伪 补 格 . 】 

一 类 重要 的 伪 补 格 是 分 配 的 代数 格 -我们 先 证 明 两 
个 关于 代数 格 的 基本 事实 . 

引 理 15. 设 工 是 代数 格 , 则 对 任意 元 a se LL 和 任意 
链 CcLlL 有 

aAVC=Vicc(aAx). 

证 明 . 今 y=a 人 VC,z= Vrcc(a 人 x), 我 们 有 y 
>z. 由 于 工 是 代数 格 ,y= Vfc<y |c 是 紧 元 },z= Vfc 
<z | cc 是 紧 元 }. 如 果 我 们 能 证 明 对 任意 紧 元 c 总 有 < 
<y 二 c 和 7, 则 我 们 又 有 y < z, 从 而 有 y=z, 即 所 要 的 等 
式 成 立 . 设 紧 元 c 满 足 c<y =a 人 VC.， 我 人 有 c<a 并 
且 c< VC.， 由 c 的 紧 性 ,有 有 限 子 集 Co。SC, 使 c 
VCo. 由 于 C 是 链 ,Ce 中 有 霹 大 元 xo = VCo, 从 而 c 
<aN\xo <z. 】 


引 理 16. 设 工 是 代数 格 ,as L,S sL.、 如 果 用 》 
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记 S 的 一 切 有 限 子 集 S。 作成 的 集 , 则 等 式 
aAVS=Vsecr(aAYSo) 
成 立 . 
证 明 . 当 S 是 有 限 集 时 ,定理 显然 成 立 . 
因此 我 们 设 S 是 无 穷 集 , 我 们 对 基数 |SI( 它 一 般 是 超 
穷 数 ) 进行 ( 超 穷 ) 归纳 ， 假定 等 式 对 一 切 基 数 小 十 |S| 的 
集 已 经 成 立 . 把 $ 的 元 排 成 一 个 ( 通常 是 超 穷 的 ) 序 
列 xoxixanxt(E<hi), 这 里 1 是 满足 条 件 由 =1Sl 的 
第 一 个 序数 ( 这 里 我 们 用 到 了 和 良 序 公理 , 它 与 Zorn 引 理 等 
价 ) 令 Se=fx, | 17<6. 对 笨 个 E < 我 们 都 有 1$ 4 
<1S|、 元 VS < 14, 作成 工 中 的 一 个 链 . 因此 , 如 果 
用 Y, 记 S4 的 一 切 有 限 子 集 作成 的 集 , 则 根据 引 理 15 有 


aNAVS=aAViciVSt= ViciaA 人 VSi) 
一 Vie<iVseeze(a 人 VSo)=Vssez(faAVSo)， 
定理 于 是 成 立 ， 】 
定理 17、 分 配 的 代数 格 是 伪 补 格 . 


证 明 ” 对 任意 元 aeL 与 任意 子 集 S SL, 由 引 理 1 
有 a 人 VS =Vsosz(a 和 人 VSo)，. 由 于 So 有限 又 LL 是 分 配 
格 , 有 a 八 VSo= Vrsso (a 人 x)， 从 而 , 
aNVS=Vsr Vs (aN\x)= Vies(a 人 x) 


即 格 L 有 并 无 穷 分 配 性 . 根据 定理 14,L 是 伪 补 格 . 】 

推论 18. 任意 格 工 的 同 余 关系 格 C(L) 是 伪 补 格 . 
有 零 元 的 分 配 格 L 的 理想 格 7(L) 是 伪 补 格 . 】 

在 结束 本 节 之 前 , 我 们 对 伪 补 格 作为 一 个 代数 再 进行 一 
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点 考察 。 作为 一 个 代数 , 伪 补 格 中 的 伪 补 应 看 作 是 格 中 的 
一 种 一 元 运算 " : 工 一 世 , 它 给 每 个 元 a e 工 对 应 一 个 运算 结 
果 a* LL, 称 为 元 a 的 伪 补 . 按 园 样 观点 ,在 代数 中 指定 
特定 的 元 ( 现在 是 0 和 1) 应 看 作 是 所 谓 零 元 运算 .因此 一 
个 伪 补 格 工 =(L; VY, 人 入 ) 可 以 看 成 是 一 个 (2,2,1,0,0) 型 的 代 

工 =(L; VY, 信 ," ,0,1), 就 是 说 , 它 是 一 个 具有 两 个 二 元 运 
算 v 和 入 ,一 个 一 元 运算 ”和 两 个 特定 元 0 和 1 的 代数 . 
为 了 区 别 于 伪 补 格 , 我 们 在 持 这 神 观点 时 把 L 称 为 一 个 p 代 
数 ( 即 伪 补 代数 ). 

我 们 习惯 上 把 Boolc 烙 称 作 Booie 代数 就 是 现在 所 说 
意义 下 的 代数 . 它 是 一 个 特殊 的 p 代数 . 它 的 伪 补 运算 
就 是 补 运 算 和 它 比 一 般 的 * 具有 更 好 的 性 质 , 例如 它 满 
足 两 个 Morgan 律 : (aVb) =a Ab';(a 人 Ab)'=a'Vb ,并且 
是 一 个 对 合 运算 , 即 满足 条 件 a”=a. 第 三 章 ( 习题 ) 中 我 
们 考虑 过 的 Morgan 代数 L =(L; V, 人 入 ，,0,1) 也 是 一 
个 (2,2,1,0,0) 型 代数 , 并 且 这 里 一 元 运算 “也 满足 Morgan 
律 并 有 卫 是 对 合 运算 ,但 它 不 是 p 代数 , 因为 一 般 没 有 a 和 互 
=0. 

我 们 把 p 代数 和 伪 补 格 加 以 区 别 并 非 只 是 称谓 的 不 
同 . 它们 是 有 实质 的 差异 的 . 以 同 余 关系 为 例 ， 
当 8 s C(L) 只 看 作 是 格 的 同 余 关系 时 ,我们 要 求 它 保持 格 运 
算 , 即 当 a=b(b)c=d(6) 时 ,应 有 avc=bVd(9) 和 aAc 
=bAd(6). 但 作为 p 代数 工 的 问 余 关系 时 , 则 还 要 求 它 能 
进一步 保持 一 元 运算 * , 即 当 a = b(9) 时 还 应 有 a* 
三 b* (9). 例如 图 43 所 示 的 格 工 , 作为 分 配 格 它 有 8 个 同 
余 关 系 ,但 作为 p 代数 则 它 只 有 5 个 问 余 关系 了 . 
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同样 , 作为 p 代数 的 工 , 子 集 KK cL 是 工 子 代数 应 具有 
和 和 工 相同 的 零 元 0 和 单位 元 1( 就 是 说 ,有 相同 的 零 元 运 
算 ), 并 且 对 运算 ”也 封闭 , 即 当 a s K 时 有 a "seK( 一 元 运 
算 也 与 工 中 相同 ). 对 于 同 态 概念 也 一 样 . 9%: L 一 Li 作 
为 p 代数 的 同 态 , 我 们 除去 要 求 p 满足 通常 的 条 件 g(av b) 
=q9(a)V qg(b),g(a 信 b) = p(a) 人 9(b) 外 ,还 要 求 q 保持 零 元 
运算 和 一 元 运算 , 即 应 有 gp(0) = 0,9(1)=1 以 及 op(a') 
=(9(a))* . 仍 以 图 43 所 示 的 格 为 例 . 作为 分 配 格 , 它 
有 25 个 子 格 ;但 作为 p 代数 它 只 有 3 个 子 代数 . 


§2. Stone 代数 


p 代数 的 经 典 代表 是 Boole 代数 . 这 是 一 个 已 被 详细 
研究 了 的 数学 对 象 . 关于 它 已 有 许多 专门 著作 出 版 . 本 
书 不 对 它 作 特别 研究 . 

我 们 着 手 研究 的 第 一 类 p 代数 是 所 诅 S 代数 , 其 定义 
如 下 : 

定义 1， 设 L=(Li;V,A，,0,1 是 一 个 p 代数 ,如 果 对 
一 切 a se 工 ,都 有 等 式 

a"Va"”"=1 

成 立 , 我们 称 工 为 一 个 S 代数 . 

分 配 的 S 代数 称 为 Stonc 代数 . 
很 明显 ,Stone 代数 是 Boole 代数 的 一 个 直接 推广 . 
但 Stone 代数 是 比 Boole 代数 广泛 得 多 的 一 类 代数 . 可 
实 上 , 任 取 一 个 分 配 格 Li, 不 管 L 是 否 有 上 界 或 下 界 , 我 
们 给 它 添上 一 个 新 零 元 0 和 一 个 新 单位 元 1, 不 难 验证 当 我 
们 保持 L1 原来 的 序 关系 不 变 时 ,L =L1uf0}uf1} 总 作成 一 
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个 Stonc 代数 (图 44). 
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事实 上 , 对 任意 as Livft, 我 们 有 a" =0, 从 而 
有 a"VvVa"…=0vV1=1， 当 a=0 时 ,a"Vva'"'"=1v0 
=1. 从 这 个 事实 可 以 看 出 ,Stone 代数 比 我 们 容易 认为 
的 ( 因为 要 求 它 的 每 个 元 a 都 满足 条 件 a* Va'* = 1) 要 多 
得 多 . 实际 上 ,按照 刚才 的 构造 法 可 知 ,Stone 代数 与 分 配 
格 一 样 多 . 另 一 方面 , 我们 也 不 难 发 现 ,有 无 穷 多 的 分 配 
格 不 是 Stone 格 , 甚至 不 是 伪 补 格 . 
对 于 S 代数 有 同样 的 结论 . 
本 节 中 我 们 先 讨论 Stone 代数 
定理 2、 对 分 配 的 伪 补 格 L, 下 列 条 件 等 价 : 
(i) 工 是 Stone 代 数 ， 
(i) 对 一 切 a,b e L, 有 (a 和信 b)* =a* Vb*， 
(iii) abe B(L) => aVvbs B(L), 
(iv) BCL) 是 L 的 子 代数 . 
证 明 . (i) = (iD): 由 于 a'Vb'<(aAb) ,我 们 
有 (aAb)A{a*"Vb*')s(a 和 人 b) 人 (a 入 b)* =0. .假设 
有 (aAb)Ax=0, 则 bAx 和 a'*. 由 此 得 到 b 和 人 x 人 a** 
a"*A 人 a" =0, 故 有 x 人 a <b". 于 是 x=x 人 1 
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=xX 人 (a"Va’)=(xA 人 a')V(x 人 a'*)sa'*Vb'*. 就 
”是 说 ,有 (a 和 Ab)* =a* vb*. 

Gi) = (ii)， 当 aybe B(L) 时 ,有 xyy cL 使 a 二 x，， 
b=y*.， 故 有 aVb=x* Vy* =(x 人 y)* & B(L). 于 


(iiD = (iv)， 当 (iii) 成 立时 ,在 B(L) 中 有 aVb 
=(a" Ab")" =(avb)” =aVb. 故 B(L) 的 并 运算 就 
是 工 的 并 运算 . 又 已 知 运算 入 和 * 也 与 L 相同 ,并 
且 0,1e B(L).， 故 B(L) 是 L( 作 为 P 代数 ) 的 子 代数 . 

(iv) = (i)， 显然 .】 

根据 定理 1.11, 我 们 已 知 对 任意 p 代数 ,都 有 (x Vy)* 
=x*Ay*. 因此 根据 本 定理 ,对 Stonc 代数 两 
个 Morgan 公式 都 成 立 . 

下 面 我 们 考虑 Stone 代数 的 几 个 另外 形式 的 等 价 条 
件 . . 

定理 3. 分 配 的 p 代数 工 是 Stonc 代数 的 充 要 条 件 
是 工 的 每 个 束 漏 斗 只 包含 在 一 个 极 大 真 汤 斗 中 . 

证 明 . 人 先 设 是 Stonc 代数 ,但 有 素 漏 斗 正 包含 在 
两 个 不 同 的 极 大 真 漏斗 G: 和 Gi 中. 任 取 元 asGn 
一 G2.， 由 于 aAa' =0,a* 5Gi, 从 而 有 a*EF. 又 由 
于 G; 是 极 大 真 漏斗 ,有 G2V[a)=L.、 故 有 xsG: 使 
得 x 和 人 a=0, 从 而 x<a', 故 a G2. 同上 有 a"'* EG;， 
更 有 a"* 5EF. 这 与 a Va" "= 1 下 相 巴 盾 , 因 为 F 是 
索 漏 斗 ， 故 条 件 是 必要 的 . 

反 过 来 ,我 们 设 工 不 是 Stonc 代数 . 于 是 有 元 a s 工 
使 a* Va** =b<1， 由 Stonc 引 理 的 对 偶 定理 ,有 素 泪 
斗 下 与 理想 (b] 不 相交 .考虑 酒 斗 G= FV[a ' ), 它 不 能 包 
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含 a** ,因为 否则 0=a*" 人 入 a"* &G, 从 而 有 无 xe 下 
使 x*< 和 a" =0, 即 x < a**. 但 这 样 一 来 就 有 x <b, 而 
与 FA(b]= 相 放 捕 . 故 a** EG. 

易 知 包含 G 但 不 与 (a**] 相 交 的 尘 斗 族 中 有 极 大 
元 G1. G1 一 定 是 工 的 极 大 真 湄 斗 , 因为 任意 真 包含 G1 
的 漏斗 都 要 与 (a** ] 相交 , 即 要 包含 a'*. 但 Gi 中 已 傅 
有 a ,从 而 这 个 汤 斗 要 包含 a* 和 Aa' =0, 即 它 已 不 再 是 真 
洞 半 了 . 

同样 办 法 可 知 ,有 极 大 真 漏斗 G: 包含 F v[a… ) 但 不 
包含 a' . 于 是 漏斗 F 包含 在 两 个 不 同 的 极 大 真 漏斗 G， 
和 G2 中 而 定理 的 条 件 不 能 成 立 . 这 就 证 明了 定理 的 条 件 
也 是 充分 的 、】 

定理 4. 分 配 的 P 代数 工 是 Stonc 代数 的 充 要 条 件 是 
它 的 每 个 素 理想 只 包含 一 个 极 小 素 理想 . 

证 明 . 设 工 是 Stonc 代数 又 P 是 工 的 一 个 素 理 
想 . 由 于 F= 工 一 P 是 索 漏 斗 , 根据 定理 3,F 只 包含 在 一 
个 极 大 真 漏斗 G 中 ，. 和 Stone 引 理 的 证 明 类 似 , 可 知 极 大 
真 漏斗 是 素 漏斗 .从 而 工 - G 是 包含 在 P 中 的 唯一 极 小 
素 理 想 . 

反 过 来 , 设 分 配 p 代数 工 的 每 个 素 理想 只 包含 一 个 极 
小 素 理想 , 又 下 是 一 个 素 漏 斗 .” 设 P 是 包含 在 素 理想 工 
一 F 中 的 唯一 极 小 素 理想 , 则 工 一 P 是 包含 F 的 唯一 极 大 
真 漏斗 。 于 是 由 定理 3 知道 工 是 Stone 代数 .3 

定理 5、 分 配 的 p 代数 工 是 Stone 代数 的 充 要 条 件 是 
对 L 的 任意 两 个 不 同 的 极 小 素 理想 P,Q 都 有 PVQ = 工 . 

证 明 .  ” 设 分 配 P 代数 工 有 两 个 不 同 的 极 小 素 理想 使 
得 PvVQ 去 L. 由 对 偶 的 Stone 引 理 有 素 漏 斗 F 
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使 FA(P YQ)=@. 从 而 米 埋 息 L 一 下 含有 有 项 个 不 由 的 供 
小 炒 坚 想 P 与 Q, 按 定理 4,L 不 是 Stone 代数 , 故 定 理 的 尔 
件 是 必要 的 . 

反 过 来 , 如果 工 不 是 Stonc 代数 . 间 样 由 定理 4, 存 
求 理 得 P 包含 黄 个 互 不 相 问 的 极 小 求 理想 Q 和 R. 但 这 
样 一 来 ,就 有 QVvVRcP 头 L. 故 定理 的 条 件 也 是 充分 
的 . 3】 

定义 6。 格 L 你 为 一 个 相对 Stonc 代数 ,如 果 作 为 子 
格 的 每 个 区 间 都 是 盆 补 格 并 且 是 Stonc 代数 . 

我 们 来 考虑 相对 Stone 代数 的 特征 性 质 .， 人 先 注意 到 
有 以 下 襄 实 . 

引 理 7. ”对 于 分 配 格 工 , 它 的 漏斗 F 是 素 漏斗 的 充 要 
条 件 是 下 是 漏斗 格 F(L) 的 交 既 约 元 . 

” 证明. 设 F 是 来 源 计 ,又 F = GAH,G,H s F(L). 
当然 有 F s G,H. 如 果 黄 个 等 号 都 不 成 立 , 则 有 元 a 6。 G 
一 F,beH 一 F. 和 由 于 aVbs GAH =F, 而 F 又 是 烷 瀚 斗 ， 
这 是 一 个 矛盾 . 故 必 有 G=F 或 HH=F 成 立 , 吉 FF 是 F(L) 
中 的 交 距 约 元 . 

反 过 来 , 如 果 漏 斗 上 是 F(L) 中 的 交 既 约 元 ,但 FE 不 
素 . 则 有 元 a,bsL-F 但 avbsF. 我 们 证 明 有 下 
=(FV[a))A(FYV{[b)). 事实 上 ,对 任意 
元 x (FV[Ia)) 人 (FV[b)), 有 cdsF 使 x =(cAa)Vv(d 和 b}( 
根据 定理 卫 .2.2 的 对 偶 定 理 ), 从 而 x 
=(cvd)A(cvb)A(avd)A(lavb)sF, 就 是 说 ， 
有 (FV[a)) 人 (FV[b))s F. 反方 向 包含 关系 显然 成 立 , 故 
有 所 说 的 等 式 . 于 是 由 下 的 交 既 约 性 知道 有 下 =Fv [a) 
或 F=Fvfb), 即 asF 或 beF. 这 个 矛盾 证 明了 FF 是 业 
二 143 一 


湘 斗 ,3 


定理 8， 设 分 配 格 L 的 每 个 区 间 (作为 一 个 子 格 ) 都 是 仿 
补 格 , 则 1 是 相对 Stone 代数 的 充 要 条 件 是 它 每 个 包含 素 沁 
斗 的 漏斗 都 是 素 漏斗 


证 明 . 先 证 条 件 的 充分 性 . 设 条 件 成 立 , 但 工 不 是 
相对 Stonc 代数 .于 是 有 区 间 [fa,bj 不 是 Stonc 代数 . 根 
据 定 埋 3, 作为 p 代数 [a,b} 有 素 润 斗 F 包含 在 (fa,b] 的 ) 黄 
个 不 辐 的 极 大 真 漏斗 G' 和 和 H’ 中 . 由 于 工 是 分 配 格 , 映 
射 x 一 (xXVa)Ab 是 从 工 到 [ab] 的 满 问 念 . 设 F,G,H 分 
别 基 F ,G2 HH 在 这 个 同 态 下 的 原 象 , 则 它们 都 是 工 的 湘 斗 ， 
并 且 下 是 未 漏斗 . 容易 知道 ,G,H 都 真 包含 下 并 且 了 两 者 互 
不 包含 . 从 Fc GAH 知 到 GA 人 H 应 是 一 个 索 潮 斗 . 但 
出 JG,H 互相 包含 ,GH 既 不 能 是 G 也 不 能 是 HH, 就 是 说 
它 不 是 交 衣 约 无 . 根据 引 理 7, 它 义 不 能 是 素 漏 斗 . 这 个 
闻 盾 说 明 工 只 能 是 相对 Stone 代数 .充分 性 于 是 得 证 . 
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反 过 来 ,假设 已 知 L 是 相对 Stone 代数 但 工 有 素 潮 


斗 下 包含 在 一 个 非 未 潭 斗 G 中 .我们 证 明 这 也 要 导致 
个 第 盾 . 出 盾 G 非 来 ,有 a,bslL 一 G 合 c=aVb&G. 
叉 由 于 FF 是 求 的 ,有 czF. 作 取 一 个 dseF 使 4>c, 再 
令 c=aAb. 根据 已 知 条 件 , 区 间 [c,d] 是 一 个 Stonec 代 
数 . 
我 们 暂且 用 * 来 记 伪 补 格 fc,d] 上 的 伪 补 .由 
于 a 人 和信 b=c, 我 们 有 bxa', 从 而 cAa* =(aVb) 人 a 
=bAa" =b5G 已 知 cs G, 故 只 有 a“5G, 当然 更 
有 a* EF. 由 对 称 性 ,也 有 b* 5EF 但 已 知 [c,d] 是 Stone 
代数 ,我 们 又 有 a* Vb' =(a 人 人 b)* =c*=deF. 这 就 
与 F 是 过 漏斗 相 矛 盾 , 从 而 条 件 必 要 性 也 得 证 . 】 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 给 出 有 限 Stone 代数 的 一 个 特征 条 
件 . 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 9. 设 元 a 是 格 工 的 一 个 中 心 元 ( 有 补 的 中 性 
元 ), 则 映射 p:L 一 (al x [a), 这 里 对 一 切 x seL,p(x) 
= (a 人 x,aV x), 是 一 个 格 同 构 . 

证 明 . ”在 定理 一.5.4 的 证 明 中 ,我们 已 知 p 是 一 个 
嵌入 映射 . 现在 只 需 证 明 它 还 是 满 射 就 行 了 . 对 任 
意 (u,v) e (al x [a), 考虑 元 x = (u Va 小 人 v, 这 里 a’ 是 a 的 补 
元 直接 计算 就 知道 有 p(x)= (u,v)、】 . 

”定义 10. ”一 个 有 零 元 0 的 格 称 为 一 个 稠 格 , 如 果 它 的 
非 零 元 有 最 小 元 . 这 个 最 小 元 显然 是 格 唯一 的 一 个 原子 ， 

很 明显 ,有 界 稠 格 是 S 代数 , 分 配 的 有 界 稠 格 是 Stone 
代数 . 

定理 11. 有 限 分 配 格 工 是 .Stone 代数 的 充 要 条 件 
是 : 工 是 有 限 个 有 限 分 配 稠 格 的 直 积 . 
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证 明 . 我们 先 证 对 任意 Stonc 代数 工 , 它 有 不 向 于 0 
和 1 了 的 有 补 元 的 充 要 条 件 是 B(T.) 了 f0,1}， 事实 上 ,如果 a 
关 0,1 是 一 个 有 补 元 , 则 a* =a',a'* =a” =a, 妈 a eB(L), 
从 而 B(L) 关 10,,1}. 有 反 过 来 半 B(L) 冯 10,1} 时 ， 
有 aeB(L)a 关 0,1. 元 aa 显然 是 有 补 雹 . 其 次 我 们 证 明 
当世 是 Stone 代数 时 ,对 并 意 asL,(a 十 Stonc 代数. 
对 任意 x es (al, 不 难 验 证 x* 和 Aas(al 是 x 在 (al 中 的 伪 
补 . (a] 当然 是 分 配 格 . 要 证 明 它 是 Stone 代数 ,只 要 验 
证 对 任意 x se (a1 有 (xz "入 a)vuw((x 人 入 a)" 人 a)=a, 这 是 一 
个 简单 的 计算 问题 , 留 给 读者 去 完成 . 类 似 可 以 证 明 
当 asB(L) 时 [fa) 也 是 Stonc 代数 . 

现在 我 们 设 工 是 一 个 有 限 分 配 格 . 当世 是 一 
个 Stonc 代数 时 , 如果 B(L)= 0,0, 则 工 本身 就 是 一 个 秽 
格 . 事实 上 这 时 工 不 能 有 了 两 个 不 问 的 原子 . 因为 如 
有 a,b>0 又 azb, 则 a 人 b=0,a<b" eB(L)={0,1}， 出 
此 知 b* =1,b** =0 与 p< b"* 了 趟 古 . 故 工 只 有 一 个 原 
子 . 由 于 LL 有限 , 它 显然 就 是 L 的 地 小 非 零 元 . 因此 
当 B(L)={0,1} 于,L 为 一 移 格 . 如 有 B(L) 关 和 0, 们 , 则 如 
前 所 述 有 补 元 a 关 0,1.， 根据 引 理 9 有 L 守 (a] x [a)=L， 
x L2. 前 面 已 经 知道 ,这 时 LL = (al,L2 =[a) 都 是 Stonce 
代数 . 当 B(L1) 或 B(L2) 头 {0,1Y( 这 里 0,1 和 白 然 是 指 的 L， 
或 L; 的 最 小 元 和 最 大 元 ) 时 , 我 们 可 以 继续 上 面 的 讨论 ， 
直到 L<LixLax…xLa( 对 某 个 n) 使 得 对 每 个 ii 
=1,2,……,n 都 有 B(L;)=f0,1}, 即 工 是 有 限 个 有 限 秽 格 的 直 
积 . 条 件 的 必要 性 得 证 . 

条 件 的 充分 性 是 明显 的 .3 
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§ 3.， 广义 Stone 代数 . 


设 工 是 p 人 代数, 对 xxneL, 考 虑 下 列 等 式 : 
(E,) (XIA…Axo) VVIXI AAAX A 人 xX.)’ 
= 1. 
当 n=1 时 ,上 式 成 为 x? Vx?"=1, 这 正 是 确定 S 代数 
和 Stone 代数 的 那个 等 式 . 因此 我 们 引入 以 下 概念 . 

定义 1. 满足 等 式 (E,) 的 p 代数 称 为 n 阶 的 广义 S 
代数 . 分 配 的 广义 S 代数 称 为 广义 Stonc 代数 . 

广义 的 Stone 代数 有 类 似 于 Stonc 代数 的 某 些 特征 性 
质 . 我 们 先 建立 一 个 引 理 . 

引 理 2. 对 有 界 分 配 格 L, 以 下 条 件 等 价 : 

(i) 工 的 每 个 素 理 想 最 多 包含 n 个 不 同 的 极 小 素 理想 ， 

{ii) 工 的 每 个 素 漏斗 最 多 包含 在 n 个 极 大 真 漏斗 中 ， 

(iii) 工 中 任意 n + 1 个 极 小 素 理想 的 并 ( 格 运算 ) 都 是 LL. 

证 明 . (i) 台 《ii 与 定理 2.4 的 证 明 类 似 . 从 略 . 

(i) = (iii). 假设 (i) 成立. 如 果 (iii) 不 成 立 ,有 
+1 个 不 同 的 极 小 索 理 想 P,，…,P 使 PV…VP4et 
*L. 根据 Stonc 引 理 ,有 烷 理 想 P 包 
含 PiV…VP。. 这 与 条 件 (i) 相 族 盾 . 

(iii) = (i)。 设 (ii) 已 成 立 , 但 (i 不成立， 于 是 有 
索 理 想 P 包含 n + 1 个 不 同 的 极 小 迷 理 想 P,…,P so 从 
而 有 P,V…VP.，EP,P,V…VP。， 关 工 ,与 (iii) 成 立 的 
前 提 了 矛盾 ，】 

定理 3， 分 配 的 p 代数 工 是 n 阶 广义 Stonc 代数 的 充 
要 条 件 是 引 理 2 的 三 个 条 件 中 有 任意 一 个 成 立 . 
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证 明 .只 需 对 三 者 之 一 证 明定 理 , 我 们 考虑 条 件 (ii). 
设 工 为 一 n 阶 广义 Stone 代数 ,但 对 工 条 件 (ii) 不 成 
立 . 我 们 来 推出 一 个 蔬 盾 .机 实 上 , 这 时 有 素 漏 斗 F 和 
包含 它 的 n+ 1 个 不 同 的 极 大 真 漏斗 M1,…,M n+1 存在 . 
我 们 来 证 明 ,对 i=1,…,n+1, 有 站 jxi Mj 所 Mi.， 事实 
上 ,如 果 有 门 jz: Mi S Mi, 则 由 漏斗 格 F(L) 的 分 配 性 ( 与 
理想 格 同 ) 和 Mi 的 极 大 性 ,我 们 将 有 
Mi =MiV 门 jxiMj= jzi(Mi VMj)=L, 这 当然 不 可 
能 . 因此 对 每 个 i=1,…,n, 有 元 
aie (NjziMi—Mi. 
从 而 对 i = 1,…,n, 有 
a EMi. 
连同 
aie Mi (ji=1nj=1n+l)， 
我 们 得 到 
aiA…AavgM。，aiA… 人 a "和 人 …A 和 aeMi 
{1 = 1,,n). 
出 上 FE MiG = ln+1D, 我 们 有 
(ai 入 人 …A 人 as) "5EF,(ai 入 … 人 入 a A…A 人 as) EF 
(i = 1……n). 
从 而 
(ai 入 …A 和 au) VVii(ai 人 … 和 ar A 人 .Nas)EF, 
因为 F 是 来 漏斗 .但 1s EF, 故 (E。) 不 成 立 ,与 假设 相 矛 盾 ， 
从 而 定理 的 条 件 是 必要 的 . 
反 过 来 , 设 条 件 (ii) 成 立 但 L 不 是 nm 阶 广义 Stonc 代 
数 . 上 是 有 元 aas8 工 使 
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a=(aA Aa) " VVYV(a AAAar AAAa) <1. 

根据 Stone 引 理 , 有 素 漏 斗 F 不 包含 交 a . 令 

br =ai AAA…A 人 an。 

bi=aiA…A 和 Na” 人.… 和 人 aii = ],,n. 

当 i 关 j 时 显然 有 bi 人 bj =0. 令 Mi=FV[bi)i=b..sn+l. 
我 们 有 bj E Mi(j 关 i 时 ), 因为 否则 有 0=bi; 和 人 bje Mi, 从 
而 将 有 bEF 使 DAbi =0,b < bw .但 按 定义 有 bi <a， 
又 下 是 漏斗 , 我们 就 得 出 了 a a 下 与 F 的 本 性 机 和 闻 盾 .四 
此 我 们 知道 对 一 切 1= 1…n + 1,M; 都 是 真 润 斗 了 问 样 
、 由 于 bj 5 Mi(j 关 i), 每 黄 个 Mi 都 五 不 相同 . 剩 下 只 吞 证 
明 它 们 都 是 极 大 真 漏斗 就 行 了 . 包 果 有 一 个 Mi 不 是 极 大 
真 漏 斗 ,根据 Stone 引 理 , 我 们 可 找到 一 个 包含 它 的 极 大 真 
漏斗 来 代替 它 ( 仍 记 作 Mi)， 上 是 Mii=1…n+1l 是 包 
含 F 的 n+1 个 互 不 相同 的 极 大 盘 瀚 斗 ,这 和 白 然 是 不 可 能 
的 . 
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.现在 我 们 考虑 一 组 典型 的 广义 Stonc 代数 . 没 B 


一 分- 


=(B;V, 人 入 ,,0,c) 是 一 个 Boole 代 效 . 这 里 我 们 有 意识 地 
把 了 中 的 单位 元 记 作 e.， 由 也 出 发 我 们 定义 一 个 分 配 的 p 
代数 如 下 : 令 B=Buf 在 B 中 我 们 规定 对 一 切 x e B 
有 x < 1,B 中 元 的 序 关 系 不 变 . 在 B 中 我 们 定义 一 个 伪 补 


X ( 当 0 关 x & BI 时 ) 
x “一 11 (x = OH), 
0 ( 当 x = 1 村 ). 


容易 验证 外 = (8 V ,入 ,* ,0,1) 是 一 个 分 配 的 p 代数 . 

特别 当 B =B。 是 具有 nm 个 原子 的 Boole 代数 时 , 我们 
得 到 上 页 图 46 所 示 的 一 中 分 配 p 代数 . 可 以 证 明 它 们 是 
一 串 广 义 Stone 代数 ， 为 此 , 我们 沽 不 广义 Stone 代数 的 
下 列 等 价 条 件 . 

定理 4. 对 分 配 的 p 代数 L, 以 下 条 件 等 价 : 

(i) 工 是 n 阶 的 广义 Stonc 代 数 ， 

(iD 对 一 切 xwx xz…x。8s 工 有 

xiAX; =0( #3 过 =0.1n) 
~ Xo VX? VVxs =1. 

(iii) 对 一 切 xo,x1,*…,Xx。& B(L) 有 

Xi 人 XxX;=0(izj i,j=0,1,",n) 
=> xo VX? Ve Vxs =1. 

证 明 . (i) = (人 ii) 由 xi 人 人 xi=0,iji,j=0,1,…,n 
知道 ij,i,j=0,1,…n 时 总 有 有 xi 和 xy. 从 而 有 x。 
<Xl AAAXI XI 和 XIAXTI AAA 人 xanaxXn 
<x，A…Ax:iAxi . 由 于 工 是 n 阶 广义 Stone 代数 ， 
对 xy…xy 用 关系 (E。) 得 到 

Xo VXT Ve Vxe 
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x7 A 人 xXx)" 

VVIAXT AAAx 入 人 x) =1. 

(ii) = (iii)， 显然 . 

(iii) => (0)， 设 x 1…,x。E 工 其 任意 n 个 元 ， 令 

ye 三 XIA。 人 Xeyi 一 XI 人 人 XI A 人 "人 Xo 

(= 1n) 

很 明显 , 当 i 关 jij=0,1…n 时 有 yiAyi=0. 于 是 
有 yi*Ay?" =(yiNAyi)'" =0. 出 于 yr" 8 B(L),i 
=0,1,…,n, 由 (iii) 得 出 

yo Vy? VeVys =yo" Vyi "VVys'"=1. 

这 就 是 (E.), 故 工 是 n 阶 广义 Stonc 代数 . 】 

现在 我 们 可 以 证 实 记 ,是 广义 Stonc 代数 了 ,我们 有 有 

定理 5。 对 一 切 m < mB。 是 n 阶 广义 Stonc 代数 . 

证 明 . 由 于 名。 中 除 1 外 每 个 元 都 是 m 个 原子 的 一 部 
分 的 并 . 当 m<n 时 ,BB。 中 不 可 能 有 n +1 个 两 两 不 相交 
的 非 零 元 . 因此 满足 条 件 x; 入 x; =0(i 关 jjij=0,1,…,n) 的 
任 一 组 元 x e 到。 中 , 至 少 有 一 个 x, =0, 从 而 x? =1 当然 
更 有 x Vx? V…Vx; = 1, 故 由 定理 4,B。 是 一 个 n 阶 广 
义 Stoone 代数 . 】 

作为 本 节 的 结束 , 我们 给 出 下 面 的 定理 , 它 把 一 般 分 
配 p 代数 和 上 述 典型 的 广义 Stone 代数 联系 在 一 起 . 

”定理 6. 设 工 是 一 个 分 配 的 p 代数 , 则 工 到 8. 的 ( 代 

数 的 ) 满 同 态 与 L 中 的 漏斗 序列 (FE，M ,，…M。) 成 一 一 对 
应 . 这 里 F 是 素 漏 斗 ,M,…,M, 是 真 包含 F 的 全 部 互 异 的 
极 大 真 漏斗 . 

证 明 : 设 (F; M ,,…,M ,) 是 定理 所 说 的 一 个 漏斗 序 


co 


列 ,我们 定义 一 个 映射 p : 工 一 外 .如 下 : 
1 (x e F) 
ori Vp reMy} Cin 

这 里 pi(i =1,…,n) 是 名 , 的 n 个 互 异 的 原子 . 我 们 证 明 9 
是 从 工 到 人 . 的 一 个 满 代数 同 态 . 

先 证 明 对 任意 x,y e 工 有 q(xVy)=p(x)vV p(y)， 由 
于 下 是 素 漏斗 ,p(x Vy) = 1 时 等 式 显 然 成 立 . 因此 考 
处 p(xVy)<e 的 情形 . 这 时 xVyEF, 从 而 有 xyEF, 于 
是 有 


9(x)Vely)=Vfp | xe Mi}VVip; | ye M} 
三 Vfp! | xe Mi 或 ye Mi} 
=V{p' | xVye M'}=0v(x Vy), 


因为 M, 也 是 这 漏斗 . 

、 由 于 Boole 代数 的 原子 集 是 一 个 无 关 集 , 不 难 证 明 还 
有 等 式 p(x Ay) = p(x) 和 人 p(y)( 留 作 习题 ), 从 而 9 是 一 个 格 
同 态 . 0p(0) =0,p(1) = 1 显然. 我 们 来 证 明 p(x ") 
= (9(x)". 

当 xeF 时 有 xseMili=1…n). 这 时 有 x "EMI(i 
二 1,…,n), 从 而 有 p(x ")=0=1 = (p(x))” 如 果 对 一 切 i 
=1,…,n 都 有 x5M,, 则 必 有 x" ceF. 事实 上 ,如 
果 x" EF, 则 对 一 切 a s 下 都 有 a 不 x “ ,从 而 有 aAx 头 0. 
于 是 FV [x) 是 一 个 真 漏斗 . 设 M 是 包含 FV [x) 的 极 大 
真 漏斗 . 由 于 M 包含 x, 它 又 与 所 有 Mi(i = 1……n) 都 不 
同 , 这 不 可 能 . 故 确 有 x' eeF. 于 是 g(x*)=1=90° 
= (g(x))". 剩 下 的 情形 是 x es M ;一 F 对 某 些 i 成 立 (可 
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# 图 


以 对 全 部 i 成 立 ).、 由 于 当 0<y<e 时 ,在 和 .中 y 的 伪 补 
就 是 y 在 B, 中 的 补 元 , 它 是 所 有 芝 y 的 原子 的 并 ， 因此 
我 们 也 有 

(op(x) =(Vfp | xe MD =Vfp |xEM} 

=Vip' |x' eM,}= 09(x°) 

这 就 证 明了 9 是 一 个 p 代数 同 态 . 

下 面 我 们 来 证 明 p 是 满 的 . 任 取 a eB 当 a=0 
或 1 时 ,我 们 已 有 98(0)=0,9(1)= 1. 因此 只 需 考虑 0<a 
<1 的 情形 . 显然 不 妨 设 n>1. 当 a=c 时 ,对 每 个 i 
=1,",n 取 一 个 x,eM， 并 令 x= Vix 显然 有 9(x) 
=e， 当 0<a<ce 时 ,有 pi,p; 使 p<a 但 p, 们 a. 由 于 
对 一 切 满足 条 件 p; 共 a 的 j 都 有 门 {M lp: <a} 和 Mi 
对 这 种 j 取 xiemnfMilp<xal 一 Mi， 令 x 
= 人 fx | pj 夸 a}, 我 们 得 到 

9g(C)=VfplxseMi=Vp1IpS<a)=a， 

故 9 是 满 同 态 . 

反 过 来 , 设 已 知 pg 并 一 8. 是 一 个 (代数 的 ) 满 同 态 . 
令 F=9-'(1)M = (p))= {xeL lex)>phi 
二 1,…,n. 很 明显 ,F 是 素 漏斗 又 对 每 个 i = 1,…,n,M ,是 
真 包含 F 的 真 漏斗 . 

我 们 证 明 M, 还 是 极 大 漏斗 . 先 证 明 有 D(L) 
sc Mi.， 事实 上 ,如 有 asDIL) 一 M,, 则 o(a) 闻 pi， 从 
而 p(a)Api = 0. 由 此 可 见 ,p(a) 关 1c. 于 是 有 (p(a)) 
=(9(a)), (9(a))’ Vp? =(9(a)) Vp = (9(a) 人 pi =e. 
但 9 是 代数 同 态 , 我 们 有 (ep(a))" = o(a")=- 9(0)= 0.， 这 
样 得 出 pr =e. 这 不 可 能 . 故 有 D(L)sM,. 现在 假 


一 


定 M, 不 是 极 大 漏斗 ,在 素 湘 斗 N= Mi 取 元 xsN 

一 Mi 由 于 xEL 一 N, 有 x "eL-N 即 x EN. 当然 
更 有 x" EMi.、 由 于 Mi 是 素 漏 斗 , 有 xVx "EMi. 
但 xVx"”sD(), 这 与 已 知 结论 D(L) < M, 相 矛 盾 . 这 说 
明 Mi( 对 每 个 i= 1,…,n) 都 是 极 大 漏斗 由 于 对 不 

间 i,M ;显然 互 不 相 问 . 要 证 明 (F;M ,…,M ,) 是 定理 所 说 
的 悄 种 漏斗 序列 ,我们 只 要 再 说 明 : 除 M, 外 再 没有 其 它 真 
包含 下 的 极 大 真 洞 斗 就 行 了 .事实 上 , 如 果 还 有 极 大 真 漏 
斗 M 不 同 于 一 切 Mi = 1,…,n) 并 且 真 包含 上 对 每 个 i 
=1…n 有 aseM 一 M 令 a=aVv…VvVa， 
则 a eMi,aEM (Ci=1l,…'n), 从 而 有 a"5M(i 
= ln),g(a") 守 pl (i=1,…,n). 于 是 只 能 有 9(a") 
=0. 但 p(a")=(p(a))"，,， 故 有 9(a)= 
或 1,a se gp -'([e))、 由 于 M 是 真 包含 F 的 漏斗 ,p 一 ([c)) 
EM, 于 是 有 asM. 这 个 矛 洒 证 明了 不 存在 不 同 于 M， 
的 其 它 M. 

很 明显 , 在 上 述 构 造 中 , 对 应 于 不 同 的 满 同 态 9, 得 到 
的 漏斗 序列 (F;M ,,…,M .) 是 不 同 的 . 现在 我 们 再 从 这 些 
漏 让 序列 出 发 ,来 考虑 证 明 前 段 中 所 得 到 的 同 态 p,( 为 不 至 
混淆 计 暂 记 作 pe) 当 x aF 时 有 有 91(x)=1= 9(x). 
设 x 5 FF, 我 们 也 有 

pi(x)= Vfpi | xe Mi}= Vip; | 9(x)> pi}= 9(x). 
就 是 说 g, = pg、 由 此 定理 全 部 得 证 . 】 
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8 4， Stone 代数 的 三 元 组 结构 


设 工 是 一 个 Stone 代数 ， 我 们 已 知 D(D)={as 
L | a* =0} 是 一 个 有 单位 元 1 的 分 配 格 ,B(L)={fa* | as 
Li=fasL | a=a" "} 是 一 个 Boole 代数 并 且 是 工 的 子 代数 
.相对 于 工 ,它们 是 比较 简单 的 代数 结构 . 尤其 是 B(L) 它 具 
有 良好 的 性 质 . 由 于 对 任意 元 x es 工 ,我 们 有 
Xx=xV0=xV(x" "A 人 x )=x" "人 (xVx"), 

这 里 x"”& B(UL),xvx"”sD(L)， 等 式 说 明 每 个 元 xeL 都 
可 以 表 作 x= aA das B(L),d se D(L), 的 形式 . 这 使 我 们 想 
到 是 否 能 用 比较 简单 的 BILL) 和 D(L), 把 Stone 代数 工 刻 划 
出 来 ? 简单 的 例子 说 明 这 是 不 行 的 ,图 47 所 示 的 两 个 Stone 
代数 有 相同 的 B(L) 和 D(L), 但 彼此 并 不 同 构 ， 


图 47 


1969 年 ,C.C.Chen 和 G.Gratzer 指出 ,如 果 再 知道 B(L) 
与 D(L) 之 间 的 一 个 关系 , 则 工 就 可 以 得 到 完全 的 刻 划 ， 它 - 
` 们 给 出 的 美 系 是 一 个 格 同 态 p(L): B(L) 一 F(D(L)), 这 里 
ep(L)(a)= fxeD(IL) | x>a” }= D(Dnla’ ) (as 
B(L)). 他 们 证 明了 以 下 定理 . 
mt 


定理 1， 设 工 是 Stonc 代数 , 则 

(i)】 B(L) 是 Boolc 代 数 ， 

(ii) D(DD 是 有 单位 元 1 的 分 配 格 ， 

(ii op(D) 是 从 BCD) 到 ECOD(CL 的 一 个 把 0 映射 成 0,1 映 射 

成 1 的 格 同 态 (今后 简称 10,1} 格 同 态 ) 
-(iv) 三 元 组 {B(D),D(L),p(L)} 在 同 构 的 范围 内 刻 划 了 L. 
”证 阴 .。 (i),( 训 已 知 . , 

对 于 (iii),p(L)(0)= [DD),p(D)(1)= D( 有 DD) 显然 ,而 [1) 和 D(L) 
分 别 是 F(D(T) 的 零 元 和 单位 元 ， 要 证 明 gp(L) 是 格 同 态 ,就 
是 要 求 有 

D(Un[Iavb) ”)=(D(ICDnfta )v DD)nN fb ))， 

D(L)nflaAb))=(D(L)n[a )ADDnN Lb ')) 

由 于 FDIL 是 分 配 格 ,又 aVb) ”=a "Ab ",(a 人 Ab) =a* 
Vb" 并 且 [a")V[b?)=fa" 和 Ab")[a")Atb")=[a"Vb") 上 述 
等 式 明显 成 立 . 

对 王 (iv), 需 要 作 较 细致 的 讨论 . 


我 们 先 把 工 中 的 元 加 以 分 类 ， 考虑 下 式 确定 的 二 元 关 


系 ~: 
x~yHx'"=y" (xysL) 
不 难 验 证 ,~ 是 Stone 代数 工 的 一 个 同 余 关系 ,并 且 有 
YL/~xBL). 
在 映射 x~~x"” "下 ,B(L) 是 工 的 同 态 像 ， 在 工 关 于 ~ 的 每 个 
间 余 类 中 有 .BL) 中 唯一 一 个 元 ,并 瑟 这 个 元 是 这 个 同 余 类 中 
的 最 大 元 (因为 当 x"“ =a e B(L) 时 ,总 有 x<x"“ =a). 故 同 
余 关 系 ~ 把 工分 成 一 些 同 余 类 {F。| as B(CL)h 这 里 : 
F,={xeL|x’"=a}, (aeB(D)). | 
图 48 是 这 种 分 类 的 一 个 示意 图 : 
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注意 到 x s F 的 充 要 条 件 是 x” =0, 芭 总 有 Fi= D(L)， 又 显 
， 然 有 Fe= {0}。 我 们 考虑 映射 
Xx->XVa”. 

当 a & B(L),x e F, 时 ,由 于 a" 是 a 的 补 元 ,容易 证 明 映射 把 下， 
映射 到 D(L), 并 且 是 一 个 格 同 态 (F。 是 一 个 子 格 显然 )， 事实 
上 , 它 还 是 一 个 格 同 构 , 央 为 当 xy s F, 时 有 xy 和 a 故 有 x 和 人 

"=yAa" =0.， 如 果 还 有 xVa" =yVa", 则 由 工 的 分 配 性 
知道 x=y， 这 样 我 们 就 知道 xVa" 是 下 ,到 D(L) 的 一 个 
现在 我 们 进一步 证 明 x-~xVa' 把 F, 映射 成 p(L)(a). 
当 xa FF, 时 ,显然 有 xVa”e 9(L)(a)， 任 取 元 zg gp(L)(a), 有 
zE D(L) 并 且 z>a .从 而 z=z 人 (avVa')=(z 人 a)Va', 这 
里 (zZ 信 a)” =z " "人 a"“=a' "=a 即 z 人 ae 下,， 故 p(L)(a) 
的 任意 元 都 是 F, 中 元 的 像 ， 这 样 一 来 ,x e F, 就 完全 由 
Xx” "=a 和 xVa” s gp(L)(a) 确 定 了 ， 因 此 ,对 每 个 x& 工 ,我 们 
可 以 唯一 地 给 它 对 应 一 个 序 对 (a,7z),a=x"" & B(L),z=xVa” 
z 9p(L)(a)， 就 是 说 ,L 中 的 元 由 B(L),D(L) 和 e(L) 完 全 确定 
了 . 
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如 果 我 们 还 能 证 明 工 中 的 顺序 关系 也 能 由 三 元 组 
(B(L),D(L),p(L)) 完 全 确定 , 则 作为 Stone 代数 的 工 就 完全 由 
这 个 三 元 组 确定 了 . 为 此 ,我 们 考虑 L 中 任意 两 个 可 比 元 
xy 并 设 有 x<y.， 于 是 有 a,be B(L) 使 xe Fwsye Fo、 由 x . 
<y 推 知 x"" <y"", 即 a<b. 由 于 显然 有 

x&y 合 xVagyVa 并 HL xva" <yva'， 
其 中 右 端 第 一 个 不 等 式 总 成 立 ,因为 xVva=a<yVa， 因此 
我 们 得 到 了 在 工 中 

x<y 台 a<b 并 且 xva'"<yVa"， 
xb) 

前 面 我 们 已 经 知道 ,x,y 可 以 和 序 对 (a,xV a") 和 (b,yvVb" ) 等 
同 看 待 . 如 果 上 式 右 端的 yva "是 yvb", 则 工 中 的 顺序 关 
系 也 就 由 B(L) 和 D(L) 的 顺序 确定 了 .， 现 在 问题 是 ,出 现 的 
是 yva' 而 不 是 yvb". 我 们 有 必要 用 三 元 组 通过 yVb” 
把 yVa "确定 地 表示 出 来 . 

我 们 进一步 考虑 同 态 9(L): B(L) 一 F(D(L))， 它 是 
f0 同 态 又 aa” es B(L) 互 补 ,p(L)(a),p(L)(a") 在 F(D(L)) 中 
互补 ,从 而 p(L)(a)v e(L)(a")= D(L)， 故 D(L) 中 任意 元 z 
有 表达 式 z= ziAzz 其 中 zs 9(L)(a),z2 es p(L)(a")， 不 难 验 
证 ,这 种 表示 法 是 唯一 的 .事实 上 ,z=zV(a" 人 a)=(zVa') 
入 (zV a) 就 是 这 样 一 种 表达 式 ， 对 任意 其 它 表达 式 z= zl 人 
马 由 于 >a ,zz2>a 有 ZzVa =(ziVa )A(D2Va )=ZV 
a" =zuzVa=2Z.。 既然 表示 法 是 唯一 的 ,我 们 可 以 定义 一 个 
映射 p.。 D(L)-~9(L)(a) 使 p,(z)=zVa' (ze D(L). p, 完全 
由 三 元 组 (B(L)D(L),g(L) 确 定 ， 由 于 ab s B(L) 又 agb 时 ， 
有 yva"=(yvb")va"=ps(yVb )， 于 是 当 xsFusyesEb 
时 ,我 们 有 
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x<y 台 as<b 并 且 xva "<ps(yVb”). 
这 证 明了 工 的 顺序 关系 也 由 三 元 组 (B(L),D(L),g(L)) 完 全 确 
定 ,定理 于 是 证 完 】 ‘ 


$5.、 Stone 代数 的 次 直 表 示 


在 $ 2 中 ,我 们 已 看 到 有 限 Stone 代数 可 以 表示 成 一 些 更 
简单 的 Stone 代数 ( 稠 格 ) 的 直 积 . 现在 我 们 来 对 一 般 Stone 
代数 做 同样 的 事 ， 不 过 我 们 只 能 得 到 所 谓 次 直 表 示 . 先 引 
进 几 个 概念 . 

回顾 一 下 直 积 的 概念 ， 设 和 L， | 4 e 人} 是 一 族 格 ， 直 
积 Is,AL: 的 元 了 是 从 人 到 UX. Li 满足 条 件 [(4)e Li(4e 
A) 的 映射 ， 在 II AL; 中 , 格 运算 是 按 坐 标定 义 的. 就 是 说 
对 fgeII .AL 有 

GvVgD=fa)Vg(D)， (FAg)= 100) A g(1), (2 A). 

很 明显 ,对 每 个 1 s A,L,; 都 与 IL AL; 的 一 个 子 格 同 构 ,并 且 
每 个 Li 都 是 Ia ,ALx 的 同 态 像 ,事实 上 是 在 映射 

xa(D ={(4) (fs IsAL 
下 的 同 态 像 ， 这 个 满 同 态 xj: IsyLi 一 Li 称 为 直 积 
IT ,AL; 的 第 4 投影 、f(2) 将 简 记 为 Du 并 称 为 元 fe IILieALA 
的 第 1 坐标 . 

由 于 直 积 的 格 运算 是 按 坐 标定 义 的 ,不 难 验证 , 直 积 有 某 
种 格 特性 的 充 要 条 件 是 对 每 个 1s 人 ,L 都 有 这 种 特性 ， 例 
如 直 积 有 最 小 元 ,有 最 大 元 ,或 某 格 等 式 在 其 中 成 立 (特别 它 是 
分 配 格 或 模 格 ) 的 充 要 条 件 是 每 个 Li; 都 有 最 小 元 ,有 最 大 元 
或 这 个 格 等 式 在 每 个 Li 中 成 立 . 

当 直 积 Ia AL 有 最 小 元 0 时 (很 明显 ,这 个 0 元 的 第 4 
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坐标 0; 是 Li 的 最 小 元 ), 也 不 难 验 证 TLasAL;: 是 p 代数 或 S 
代数 的 充 要 条 件 是 每 个 L; 都 是 p 代数 或 S 代数 . 并且, 这 
时 对 每 个 1e A 有 
(f° )= (2)". 

一 句 话 ,作为 p 代数 或 S 代数 的 直 积 本; ,和 L% 其 一 元 运算 * 
和 零 元 运算 即 认定 最 小 元 0 和 最 大 元 1, 也 都 是 按 坐标 进行 
的 (单位 元 1 的 第 1 坐标 1; 是 Li 的 单位 元 ). 

现在 我 们 考虑 一 个 非 单元 格 工 . 

定义 1。 序 对 (fi|4z A},g) 称 为 格 工 的 一 个 次 直 表 示 ， 
如 果 fLi | As A} 是 一 个 格 族 ,p 是 从 工 到 直 集 TieAL;: 的 一 
个 格 同 构 ,并 且 对 每 个 4 A， 

pi= rap: LL 

都 是 满 同 态 ， 9, 称 为 次 直 表示 ({L; | +48 A},0) 的 第 149 投 
影 . 

如 果 格 工 有 一 个 次 直 表 示 ({Lili 2 A},p), 则 我 们 说 格 工 
是 格 族 fL， | 4 A} 的 一 个 次 直 积 . 

当 工 是 {Li | 4sA} 的 直 积 时 , 它 当 然 是 它 的 次 直 积 . 
但 反之 不 然 ，: 次 直 表 示 不 唯一 ，。 ”下 图 给 出 三 元 链 C; 两 
个 不 同 的 次 直 表示 的 例 . 
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关于 格 的 次 直 表 示 , 我 们 有 以 下 定理 . 


定理 2。 设 ({L,l4e A},g) 是 格 工 的 一 个 次 直 表 
示 ,6， =9。 是 定理 1.4.6 证明 中 定义 的 由 满 同 态 9;: 工 
下 L: 导出 的 那个 同 余 关系 ( 其 定义 为 4= Kb。 ) 全 pi(a) 
=qp,(b),a,b es LL), 则 在 同 余 关系 格 C(L) 中 有 
人 Ab) =w. 

反 过 来 , 如果 {06，| 4 A} 是 格 工 的 一 族 江 足 上 述 等 式 的 同 
余 关系 , 则 L 有 次 直 表 示 ({L /9,14。 入 },p), 这 里 对 每 
个 48 A, 第 4 9 投影 p,:L 一 L/9, 正好 是 相应 的 自然 同 
态 . 

证 明 . 设 (fL :MsA,pi?) 是 格 世 的 一 个 次 直 表 示 ， 
又 9, 是 op; 导出 的 同 余 关系 。 对 ab s 工 如 果 有 a 
三 b( 人 2, 和 91), 则 对 一 切 4s 人 有 a=b(9,), 即 有 9,(a) 
=9)(t), 也 就 是 x，9(a)=x，q(b).、 按 x， 的 定义 ， 
有 p(a)(4) = g(b)(). 就 是 说 g(a)= op(b)， 但 9 是 同 构 映 
射 ,我 们 得 到 a =b. 这 证 明了 八 ,,9; =@. 

… 反 过 来 , 设 有 69; s C(L),4e 人, 使 八 ), 和 9; =w. 我 们 
定义 一 个 映射 p:.L 一; ,和 AL/9; 如 下 : 对 每 个 as 工 , 令 

(=a0, (Xe A) 
很 明显 ,p 保持 格 运算 ,因而 是 格 同 态 ， 如 有 abeL 使 
q9(a)=9( 风 , 则 对 一 切 4e A 有 a0;=b0%, 即 对 一 切 4 人 有 a 
sb(g)) 从 而 a 圭 b( 作 1h02), 即 a 三 b(w)， 于 是 有 a=b 故 % 
是 同 构 映 射 . 很 明显 ,对 每 个 1e 人 ,pi= zi9: LL/ 0 是 
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满 的 ,并 且 正 好 把 asL 映射 成 a8, 即 它 是 从 工 到 工 / 9 的 自 
然 同 态 ，】 

定义 3。 非 单元 格 L 称 为 是 次 直 既 约 的 ,如 果 工 的 每 个 
次 直 表示 ({L: | 1s Abe) 中 都 至 少 有 一 个 1 9 投影 9, 是 从 
工 到 工 ; 的 同 构 . 

图 50 所 示 二 元 链 C, 的 次 直 表 示 中 ,对 每 个 14s A,p; 都 
是 同 构 : 


但 在 图 49 所 示 的 C; 的 两 个 次 直 表 示 中 , 右 图 的 p, 是 同 构 ， 
而 左 图 中 则 gu 都 不 是 同 构 , 故 按 定义 ,三 元 链 C; 不 是 次 直 
既 约 格 . 

对 次 直 既 约 格 ,我 们 有 以 下 等 价 定义 . 

定理 4。 对 任意 格 世 以 下 条 件 等 价 : 

(i) 工 是 次 直 既 约 的 ， 

(i w 是 C(L) 的 完全 交 既 约 元 , 即 对 任意 6,& C(L),4 2 
人 , 当 人 keaAb: 一 吕 时 ,至 少 有 一 个 4 人 使 0=， 

(iii) CCD) 是 稠 格 ， 

(iv) 有 元 abeL 存在 ,使 任何 6: C(L) 只 要 6 二 wo, 就 有 aa 
bg). 

证 明 . (i) ~ 6 人， 设 格 工 是 次 直 既 约 的 ,又 pie 
C(D,4s A, 有 和 作 1.n91= w， 根据 定理 2， L 有 次 直 表 示 
(和 红 /0; 1 Xe A},q), 这 里 pi= rp: LL/ 6 是 自然 同 态 


由 于 工 次 直 既 约 ,至 少 有 一 个 4 使 ,是 间 构 ， 于 是 相应 

的 9,= w, 即 (ii) 成 立 . 

(i) => ( 阁 ). 今 p= 人 {0 CEO) { 9 和 w}、 当 ( 训 成 立时 
有 p 关 w、， 故 p 是 不 等 于 的 起 小 厄 余 关系 ,从 而 C(D) 呈 天 
格 . 

(二 ) => (iy) 设 p 是 CD 中 万 小 的 非 零 元 ,有 a,b = 工 .as 头 
b 并 且 a 寺 b(p)， 对 任意 6s C(IL;,#w 则 p<9, 故 有 4 三 
b(0). 

(iv) 一人. 设 ([Li 1 2 A},9) 是 梅 荆 的 住 意 一 个 次 丰 表 
示 , 9: 是 pi 导出 的 同 余 关 系 . 如 果 对 一 切 1eA 都 从 
>w@, 则 由 (iy} 有 a,bs L,a 关 bas=b (9) 对 一 切 4s 人 成 立 
，. 于 是 有 人 ;Abxz6(a,b)>w 与 定理 2 矛盾 故 必 有 2 使 
6:=w, 从 而 ;是 同 构 , 即 L 是 次 直 既 约 的 . 】 

现在 我 们 来 给 p 代数 和 S 代数 的 次 直 既 约 概念 下 定义 . 


定义 5，p 代数 或 S 代数 工 成 为 是 次 直 既 约 的 , 如果 有 
元 abe Lia 关 b, 使 得 对 革 的 一 切 (代数 的 ) 同 余 关 系 09>w 
都 有 R& sb(6), 也 就 是 说 , 至少 有 两 个 不 同 元 ab 使 得 C(L) 
= WU[Q(a,b)). 

与 格 的 情形 一 样 ,我 们 有 以 下 定理 . 

定理 6。 p 代数 (或 S 代数 ) L 是 次 直 既 约 的 充 要 条 件 是 
对 任意 9; * COLD,1s 和 ,只 要 人 :leAbi= w 就 至 少 有 一 个 1s 人 
使 pi=wo，]】 

定理 7。 分配 格 工 次 直 既 约 的 充 要 条 件 是 = C2. 

证 明 。 按 定义 有 |L|> 1 如 果 红 |=2, 即 工 = Cy, 它 只 有 
两 个 同 余 关 系 ;和 w, 故 它 是 次 直 既 约 的 .。 如 果 ILI>2, 则 工 
中 有 元 a,byc, a<b<c. 这 时 必 有 6(ab)A 9(b,c)=w， 事 
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实 上 , 当 xs 王 y(6(a,b) 和 Ag(b,c)) 时 ,根据 定理 出 3.3, 有 xVb=yVY 
bxAb=yAb, 即 x=y， 但 9(a,b} 关 w,9(b,c)= w, 故 工 不 是 
次 直 既 约 的 . 

定理 8。 唯一 的 次 直 既 约 Boole 代数 是 B;= C;. 

证 明 ， 设 B 是 Boole 代数 . 1BI= 2 时 问题 显然 ， 当 
1B|>2 时 ,由 于 B 的 骨架 是 B 本 身 ,这 讨 B 才 {0,1}, 如 定理 
2.11 的 证 明 中 所 述 ,B 可 以 分 解 成 两 个 Stonc 代数 Bix B, 的 
直 积 .容易 知道 ,B1,B, 都 是 非 退 化 的 Booie 代数 ,从 而 B 不 
是 次 直 既 约 的 】 

定理 9。 仅 有 的 次 直 既 约 Stone 代数 是 B;= Cx 和 Cy 

证 阴 、 C, 显然 是 次 直 既 约 的 Stone 代数 . 对 于 C;, 不 
难 验证 它 的 (代数 的 ) 同 余 关 系 格 仍 是 三 元 链 ,从 而 作为 Stone 
代数 C, 也 是 次 直路 约 的 . : 

反 过 来 ,如 果 工 是 一 个 次 直 既 约 的 Stone 代数 ， 由 于 
B(L) 是 工 的 子 代数 并 且 是 Boole 代数 、 不 能 有 |B(L)|>2, 因 
为 否则 如 定理 2.1 的 证 明 所 示 , 将 有 L= Lix 
LILl>LILJ>L 于 是 工 不 是 次 直 既 约 的 .因此 只 能 有 
B(L)= fo0,1}， 于 是 工 = D(L)u {0}。 如 果 |D(L)|>2, 根 据 定 
理 7, 作 为 分 配 格 它 不 是 次 直 既 约 的 于 是 D(L) 有 非 等 同 余 
关系 gug: 使 得 0. 和 9.=m 这 里 w 是 D(L) 的 等 同 余 关 系 . 

把 f0} 作 为 一 个 新 的 同 余 类 添加 到 D(L) 原 来 的 同 余 分 类 中 
去 ，01,6, 显然 成 为 的 两 个 非 零 同 余 关系 ,并 且 仍 有 8, 人 
=w( 这 里 是 Stone 代数 工 的 等 同 余 关 系 ). 吉 LL 不 是 次 
直 既 约 的 . 

因此 Stone 代数 次 直 既 约 时 ,只 能 有 LL= D(L)u foi， 
其 中 1D(DI = 1 或 2 于 是 我 们 得 到 L= Bi(= C;) 或 
L=C,. 了 
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现在 设 工 为 一 p 代数 ,用 C(IL) 记 工 的 代数 同 余 关 系 作 成 
的 集 ， 不 难 知道 ,C(L) 仍 构成 一 个 格 ， 今 后 如 果 不 作 说 明 ， 
对 p 代数 来 说 ,C(IL) 总 是 指 的 代数 同 余 关系 格 . 对 任意 6s 
CEL), 由 于 8 保持 "运算 ,a cL 时 ,a*"8 由 a9 唯一 确定 ， 由 岂 
我 们 有 以 下 定义 . 


定义 10， 设 工 是 p 代数 ,8 C(L), 则 对 一 切 a ceL, 规 
定 
(abg)， =a*0 
得 到 工 / 8 中 一 个 一 元 运算 于 是 LVZ8 
= (L /9V, 入 ,* ,09,19) 成 为 一 个 (2,2,1,0,0) 型 代数 , 称 
为 工 关 于 钢 余 关系 6 的 商 代数 . 
很 明显 , 定义 中 的 指定 元 09 和 16 分 别 是 L/9 中 的 最 
小 元 和 最 大 元 ( 读者 不 难 证 明 在 L /9 中 ab < b9 的 充 要 条 
件 是 有 al sa6, bl sbb 使 ai 和 bi). 问题 是 定义 中 的 一 
元 运算 * 是 否 也 是 一 个 伪 补 运算 ?答案 是 肯定 的 . 就 是 
说 ,我 们 有 
'” 什 理 YT 工 /9 是 p 代数 . 
但 这 个 定理 证 明 较 长 , 我 们 只 证 明 以 下 特例 . 
定理 12， 当 工 是 Stone 代数 时 ,L /6 也 是 Stone 代 
数 . 
证 明 . 我们 来 证 ， 是 伪 补 运算 . ab 人 a "6=06 显 
然 . “ 设 有 ab 和 bg = 00, 我 们 来 证 有 bg<a" 6. 用 反 证 
法 ', 设 有 a8Ab8 = 08, 但 bb 才 a， 6 于 是 有 b 本 a" ， 这 
里 我 们 可 以 假定 b > a" . 因为 设 b! =bVa*, 有 bi 
. >a*. 由 于 aAbl=(aAb)V(aAa")=aA 人 Ab=0(0)， 
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有 ab8Abli9=06. 又 从 bs<bi 和 b9 守 a* 9 知道 
bi19 夺 a* 8. 即 bi 满足 b 所 满足 的 一 切 条件 而 且 有 bi 
>a* . 故我 们 可 以 一 开始 就 假定 有 b >a* . 但 由 此 就 
有 b6 >a "6( 因 为 已 知 bb 本 a "6), 我 们 证 明 这 将 导致 一 个 
矛盾 . 

事实 上 ,从 b>a， 有 a 人 b* <bAb* =0, 从 
而 a"86 和 Ab*9=09. 另 一 方面 ,由 a 入 b=0(9) 知 
道 a* Vb* =(a 信 b)* 三 0 =1(9), 即 又 有 a*9vVb*90 
=19. 故 b"9 是 a*9 在 L/9 中 的 补 元 . 但 由 LL 
是 Stone 代数 ,a** 6 是 a* 9 的 补 元 . 于 是 得 到 b* 6 
=a"* 9, 从 而 有 a* 9=b** 9>b9. 这 与 已 知 b06>a*9 
相 矛 盾 . 就 是 说 a* 6 的确 是 ab 的 伪 补 ,L /9 是 一 个 p 代 
数 . ， 

LV/X6 是 Stone 代数 是 工 为 Stone 代数 的 直接 推 
论 . 】 ， 

下 述 定理 是 本 节 的 基本 定理 . 

定理 13. 每 个 Stone 代数 都 是 次 直 既 约 Stone 代数 的 
次 直 积 . 

证 明 . 设 工 是 Stone 代数 . 对 a,beL,ab, 考 虑 
集 X =f9eC(L)la 皇 b(b)}、 由 于 we X, X@.， 任 
取 X 中 一 个 链 C, 不 难看 出 UC e X, 故 按 Zorn 引 理 ,X 
中 有 极 大 元 gsb， 根据 定理 12,L / gasb 是 Stone 代数 . 
我 们 证 明 它 是 次 直 既 约 的 . 令 u=abusbv=bbgsb. 由 
于 a 手 b(gsb), 有 u 关 v. 考虑 任意 元 @ e C(L / 6.8),B 
>w. 不 难 证 明 总 有 u= v(@8). 事实 上 , 根据 第 二 同 构 定 
理 ( 即 定理 工 .4.12, 它 对 于 p 代数 的 代数 向 余 关系 仍 是 正确 
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的 . 证 明 留 作 习题 ), 有 escL),p>bsb 使 9 
=9/bsb. 由 于 @>w, 有 9>bsb. 再 从 9s% 的 极 大 性 
知道 有 fa 三 b(qg), 从 而 按 g /90ab 的 定义 有 u= v(9)， 
故 L/ 9swb 是 次 直 既 约 的 . 

现在 令 开 =TIfL /090swbla,b e L,a 关 b}, 我 们 来 把 LL 氢 
人 .对 任意 x e 工 ,定义 h: L ~” JI 使 得 h(x) 在 每 
个 L/9a 上 取 值 xgsb. h 显然 是 一 个 代数 同 态 . 
设 x,y se L 有 h(x)=h(y), 则 对 一 切 a,be L,a 关 b, 都 
有 xbusb =y9ab. 于 是 只 能 有 x =y. 因为 否则 将 
有 xbxy =y0ry, 即 x 三 y(9xy ) 对 x 天 y 成 立 , 而 这 是 不 可 
能 的 . 故 h 为 一 敌人 和 人. .很 明显 h 在 每 个 坐标 上 都 是 满 
的 . 这 就 证 明了 世 是 Stonc 代数 族 fL/6ese | abeL,a 
关 b} 的 次 直 积 . 】 

定理 13 是 一 个 泛 代数 的 定理 . 定理 中 的 Stone 代数 
换 成 分 配 格 或 Boole 代数 等 ( 事实 上 代数 的 任意 等 式 族 ) 仍 
然 成 立 . 

从 定理 9 立刻 有 

推论 14. 每 个 Stone 代数 都 是 一 个 由 二 元 链 C 和 三 
元 链 C3 作成 的 次 直 积 . 


86， 模 p 代 数 与 模 S 代数 


本 节 中 我 们 放宽 条 件 , 讨论 只 满足 模 律 的 p 代数 和 S 
代数 ( 简称 模 p 代数 和 模 S 代数 ). 

先 回顾 伪 补 运算 的 一 些 运算 规则 : 

(i) aga"*, 


be 


(i) agb>=>a’ >b"',- 
(iii) a =a*** 

{iv) (avVb)” =a” Ab*, 

(WY) (aAb) =a Ab’", 

(Vi) avb = vb ，， 

(vii) (aAb})* =a vb’', 

(viiD (avbD)** =a" 5"". 
这 里 fw) 对 仔 意 p 仿效 产 懂 立 。 (vii) 和 (viii) 则 我 们 只 
对 Stone 代 装 证 明了 它们 的 正确 人 性 ( 关于 (viii) 见习 题 6): 
现在 我 们 证 明 : . 

定理 1. “对 模 S 代数 工 , 也 有 等 式 (vii) 和 (viii) 成 立 

证 了 明 . x=(aA 人 Ab)" >a"* vb'>a， 显 然 . 由 
于 工 是 模 S 代数,x=xA 和 (Ga" va**) 
一 8"”， YXANaen 区 央 为 xX 人 AaAb=0, 有 xAb<a" ,从 
而 xXAbAar* 玉 av" 人 a*，=0, 即 有 xAa*"<b'. 
代入 前 式 得 到 x < a* Vb* , 故 (vii) 江上 成 立 . 

由 (iv) 和 (vii), 得 到 (viii)， 】 

根据 定理 1, 我 们 有 和 定理 2.2 平 行 的 下 述 定理 . 

定理 2. 对 伪 补 模 格 L, 以 下 条 件 等 价 : 

{i ) 工 是 模 S 代 数 ， 

(ii) (aAbl* =a*VvVb"， 

(iii) a,be B(L) 一 avbsBL)， 

(iv) B(L) 是 LL 的 子 代 数 ，】 

设 是 模 p 代数. 由 模 性 知道 , x =xV(x* 和 x**) 
=x*” 人 (xVx*), 其 中 d=x`a” 仍 有 d* =0 就 是 
说 x z 工 也 可 以 表示 成 下 列 形 式 : 
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x=x""* Ad, 

其 中 x** 6 B(L), d=xVx* sD(L). 

对 asB(L), 我 们 令 d。=ava"”sD(L). 显然 有 d。 
=da* 

和 8 4 中 一 样 考虑 问 余 关系 ~: 

xX~y Hx =y"" 6x" =y" (x,yel) 
不 难 证 明 ~ 也 是 模 p 代数 工 的 辐 余 关系 ,并 且 
有 L/~ 守 BB(L). 仍 记 Fs。=fxeLix，， 
=a}, a e B(L). 我 们 有 

定理 3、 对 一 切 a e B(L), 有 

{Fa)={xeL|x°*" >a}=[a)vD(L) 

证 明 . 由 于 F, 是 子 梧 又 y>x 时 有 y** >>x**， 
有 [F.)=fxesL | x**>a}. 由 于 对 任意 xeL 有 x 
=X*"* 人 dd D(L), 当 x [Fs) 讨 有 xe[fa)vD(L)， 反 
过 来 ,如 有 x& [fa)vVD(L), 则 x =cAd,c>a,de D(L)， 于 
是 有 x** =c** Ad** =c"，>c>a, 即 xse[F.)，】 

定理 4. . 设 工 是 模 p 代 数 . 则 op(L): B(L) 
-*F(D(L)) 这 里 对 ae B(L),p(L)(a) = fx e DGL) | x 
>a*}=[a* ) 人 D(L), 是 一 个 {0,1) 并 同 态 . 又 对 于 任 
意 ae B(L), 有 9(L)a)Ae(L)(a* )=[d,). 

证 明 . 9(L)(0) =[1)，p(L)(1) =D(L) 显然 .需要 证 
明 的 是 对 a,bs B(L) 有 op(L)(avb)=e(L)(a)Ve(L)(b), 也 
就 是 [(aVb)* ) 和 AD(L)=([a* ) 人 AD(IL))v(b" ) 和 DO(D)). 
由 于 [(aVb)* )=[a* 和 人 b* )=[a* )V[b" )， 上 式 是 一 个 
分 配 性 等 式 : 
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{[a* vb )ADIUC=(a DEL)D)Vvb” )AD(L). 
直接 证 明 这 个 等 式 不 容易 ， 根据 定理 了 .6.8, 我 们 不 妨 证 消 
另 一 个 等 式 

{fa* )Aib* Dv BL) 
=([a* }VDN(CyA (Db )}v DOL)). 
利用 定理 3, 这 不 难 完成 ， 步 实 上 ,直接 计算 得 到 
(la* )AIb* DVD(L)= fa" Vo’ )vD(L)= {Fa vb ) 
-XaL lx Sa Vo TIRE | 
>a*}Af{xeL |x'* >b"*}=[F,* )A[F。*) 
=([la* )VD(L)A (tb )v DL)). 
于 蚌 w(L) 为 一 f0,D 并 问 态 . 
由 于 ds D(L) 又 D(L) 是 淹 斗 ,直接 计算 有 
yp(L)(a)Ao(E)a" )=[a* )AD(L)Aa) A DT) 
=[ava* )AD(L)=[da)^\D(L)= [6s). 
定理 于 是 证 完 】 
当 工 是 模 S 代数 时 ,由 二 有 等 式 (vi), 立 妈 有 


”定理 5; 当 工 是 模 S 代数 时 ,op(L) 是 从 工 到 F(D(L)) 
的 一 个 {0,1} 同 态 ，】 
定理 6. ` 设 工 是 模 p 代 数 ,ae B(L), 又 D，。 
=fx& 证 (L) | a”<x<< ds,}, 则 映射 
: 9: x—>xXVa” 
是 F, 到 D， 的 一 个 同 构 ,映射 
yy: y=yN\a 
是 D, 到 F, 的 同 构 , 并 且 有 =p 一 ! 
证 阴 . 当 xz Fs 时 ,有 x<a, 故 有 
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Yo)= Va JAa -xV(aAa” )=x 
出 二 azBLhava" =1 yceD,s Hy>a" ,我们 又 
在 

PYY)=(yAa)Va’ =yA(aVa' )=y 
十 是 p 和 峡部 是 双 射 并 旦 瑟 送 . o 明显 保持 v 运算 , 故 
它 , 从 而 峭 是 同 构 上 映射. 》 

上 下面 是 本 节 的 主要 定 环 . 

定理 7. 模 p 代 数 工 存 辣 构 的 范围 内 由 三 元 
组 (B(L),D(L),p(L)) 完全 确定 . 

证 中 任 取 xeL 有 有 asPB(L) 使 x ce Fa. 由 -x 
=x "FA(xXVx')=aN\(xvVva’)Xxva' ce Da SD(L), 
我 们 有 

[x)AD(L)=([a)v[xva’ ))AD(L) 
=(fa)AD(L)vfxva")=o(L)ta" )v[x Va* )e F(D(L)). 
把 x sFs。 利 序 对 

(ap(L)(a")V[xVa "7)2BEL)xFD(L)) 
等 同 起 来 ， 我 们 证 明 当 x s Fa,y s Fu 时 有 
x 和 y 台 a 和 b 并 且 p(L)(a " )V[xVa ") 
之 9(L)(b”")V[yVb ”小 
上 式 一 皇 确立 , 则 工 的 元 一 方面 与 所 说 的 序 对 成 一 一 对 应 并 
且 在 对 应 关系 下 又 保持 顺序 关系 , 就 是 说 工 在 同 构 的 意义 下 
由 三 元 组 (B(L)D(L)g(E)) 完全 确定 , 从 而 定理 得 到 证 明 . 
事实 上 ,， 当 x<y 时 ,显然 有 a<b 
和 op(L)(a *)vIxva*) =[x)AD(L)> [YJ]AD(L) 
=p(L)(b* )v[yVb* )、 反 过 来 ,出 于 x <a 有 [x)> [a), 
又 x=aA(xVva*)xva"* a D(L), 有 [x)=[a)V[xva”) 
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< 和 [a)VD(L), 出 模 性 知道 x)=[x)A(fa)vVD(L)) 
=[a)V(x)AD(L)》， 从 而 当 a <b Xp(L)(a* )vIxva*) 
9p(D)(b* )VfyVb") 时 有 
fx)=[a)V(xAD(IL)=[a)V(e(L)(a")vVfxVva "人 
>[b)v(p(L)Yb"* )v{yvb* ))=[b)v(y)A DL))) 
=[y), 
mx <y. 3】 


§ 7， 正则 的 双 p 代 数 . 


以 下 各 节 我 们 介绍 关于 双 pp 代数 和 双 S 代数 的 若干 基 
本 知识 ， 先 引 入 对 偶 伪 补 的 概念 . 


定义 1 设 工 =(L; Vv) 是 一 个 有 1 的 并 半 格 . 如 有 果 
对 元 aeL 都 有 元 at+ gLlL 合 得 aVx=1 人 里 x 
>at+(xeL) 元 at 称 为 元 a 的 对 偶 伪 补 . 如 果 L 的 等 
个 元 都 有 对 偶 伪 补 存在 , 则 工 称 为 一 个 对 偶 伪 补 并 半 格 . 

如 果 工 =(L; V,A) 原 是 一 格 , 则 我 们 有 对 偶 伪 补 格 . 

和 伪 补 交 半 格 以 及 伪 补 格 相 平行 ,对偶 伪 补 并 半 格 或 
对 偶 伪 补 格 有 许多 相应 的 性 质 ,我们 都 省 略 不 作 重复 的 叙述 
了 : . 

.如 果 把 对 偶 伪 补 格 工 =(L; V,A,+ ,0,1)( 和 伪 补 格 情 
形 一样 , 对偶 伪 补 格 必 然 有 界 ) 看 成 一 个 (2,2,1,0,0) 型 代数 ， 
则 我 们 称 之 为 一 个 对 偶 p 代数 . 相应 地 ,如果 对 偶 p 代 
数 工 中 对 每 个 元 a 都 有 等 式 a + 人 a + + =0, 则 工 称 为 对 
偶 S 代数 .分 配 的 对 偶 S 代数 是 对 偶 Stone 代数 . 


2” 


定义 2. (2,2,1,1,0.0) 型 代数 工 =(L; V,A,* ,+ ,0,1) 
称 为 “但 双 p 代 数 ,如 果 {(L; V,A,* .0,1) 是 一 个 p 代数 同 
时 (L: .人 入 ,+ ,0.D 是 一 个 对 偶 p 代数 

设 L =(L V, 人 人 ,*,* ,0,1; 大 一 个 双 p 代数 . 为 清 
楚 计 ,我们 今后 将 把 它 的 骨架 8( 世 ) 改 记 为 B (L) 
=fa”| aeLh, 笛 集 D(L) 改 记 作 D:(L)=faeL la 
=0}; 相应 地 , 记 B+L)=fa+ |aeL} 和 D+*(L) 
=fasL | a* =0}, 分 别称 为 L 的 对 偶 骨架 和 对 偶 稠 集 

对 偶 上 骨架 B+(L) 也 作成 一 个 Boole 代数 , 如 果 我 们 规 
定 它 一 个 新 的 交 运 算 

aAb=(at+vbt+)+=(aAb)r+， (a,beB*(L)). 
当 工 是 对 偶 Stonc 格 时 ,我 们 有 a 八 b =a 人 b, 从 而 B *(L) 
是 工 的 一 个 子 代 数 . 
对 于 p 代数 ， 我 们 曾经 考虑 过 个 代数 同 余 关系 2 
(当时 记 作 ~ ): 
xy 人命 x"=y" (x,y 2 L). 
并 且 证 明了 LL/ 必 半 B *(L)， 同样 ,二 元 关系 小 : 
| X<ty x+:=yt (x,y 2 L) 
也 是 对 偶 p 代 数 工 的 代数 同 余 关 系 并 且 同 样 
有 LV/ -Br+(CL)， 


我 们 用 符号 F: = {x eL | x… =a,aeB'"(L)} 来 代 蔡 
前 面 用 过 的 符号 F,. 相应 地 ,有 Fz =fxeL | x+* 
=aiaeB+ 仔 并. 很 明显 ,相应 于 Fi = {0},F?7 =D"(L)， 
我 们 有 Fr ={1},F¢ =D!:(L). Fi:(aeB"(L)) 
和 Fxz(asB+(L)) 分 别 是 L 由 问 余 关系 ~ ”和 ~ * 确定 的 
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同 余 类 . 当 F: 或 F: 都 是 单元 集 时 , 是 一 个 Boole 代 
数 . 反 过 来 ,当世 是 Boole 代数 时 ,每 个 F;: 或 F: 显然 
也 都 是 单元 集 . 换 一 种 说 法 , 我们 有 工 是 Boole 代数 的 充 
要 条 件 是 _ =w( 这 时 工 是 p 人 代数) 或 二 =w(L 是 对 偶 P 
代数 时 )， 这 里 和 过 去 一 样 ,我 们 对 p 代数 和 对 侦 .p 代数 ， 
都 用 w 记 它们 的 最 小 同 余 关系 , 这 不 至 于 引起 误解 . 这 种 
办 法 , 我 们 还 将 在 其 它 场合 采用 . 除非 特殊 情形 , 我们 都 
不 五 作 申明 . 


对 于 双 p 代数 工 =(L; V, 信 ,*,* ,0,1), 我 们 自然 会 考 
虑 二 元 关系 ~: 
x~y x=y ,x*:=y’ (x,y 2 L) 
就 是 说 ~ = 心 n 小 ,这 里 和 二 分别 把 政 p 代数 工 看 
成 p 代数 和 对 偶 p 代数 时 的 那 两 个 同 余 关 系 ,我 们 把 ~ 是 
双 p 代数 同 余 关系 这 一 并 非 显然 的 结论 留 作 习 题 请 读者 去 
完成 . 这 里 我 们 只 指出 ,对 于 双 p 代数 来 说 ,~ = 不 再 
是 代数 成 为 Boole 代数 的 充 要 条 件 了 . ”事实 上 ,对 三 元 
链 C, ={0,a,1}, 只 要 规定 0 =1,a" =1" =0; 0+=at 
=1,1+ =0, 我 们 就 得 到 一 个 双 p 代数 . 它 满足 条 件 ~ 
=w 但 不 是 Boole 代数 . 
定义 2. 满足 条 件 ~ =w, 即 有 性 质 
x "=y" X=y’” =>x=y (ysL) 
的 双 p 代数 工 = (Li V,A,* ,+ ,0,1) 称 为 正则 的 双 p 代数 . 
本 书 中 我 们 将 只 着 重 讨论 正则 的 双 p 代数 . 正则 双 p 
代数 的 第 一 个 性 质 是 
定理 3. 正则 双 P 代 数 是 分 配 格 . 
证 明 . 映射 4a"" 是 从 工 到 B "(L) 
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=(B (L) V,A,* ,0,1) 的 一 个 p 代数 同 态 , 由 于 B"(L) 
是 分 配 的 , 我 们 有 
(aA(bVce) =a 人 (b'’ Ve) 
=(a…Ab…)Va Ac ) 
=((aAb)vV(aAc)”， 
也 就 是 有 (aA(bVec)) ”=((aAb)vV(aAc). 类 似 地 ,可 
证 (aA(bvc)* =((aAb)v(aAc) *. 从 而 由 工 的 正则 性 
得 到 aA(bvc)=(aAb)Vv(aAc)，】 
现在 设 工 是 一 个 p 代数 ,用 下 式 
风 "(L)Cx)=x…， 峭 "(L)Cx)=x (xsL) 
定义 两 个 映射 网" (L) : 工 B (EL) 风 (L): 工 一 B (L)， 
我 们 有 

定理 4， (i) yy"(L), y*(L) 都 是 {0,1} 格 同 态 ， 

(ii) 当世 是 正则 p 代数 时 水" (L) 沙 *(L) 分 别 
把 Fy(aeB+(L)) 和 F:(asB- (L)) 同 构 地 映射 成 B " (L) 
和 了 3 *(L) 中 一 个 凸 子 格 . 

(iii) 工 正则 时 ,D*(L) 与 B (L) 中 一 个 理想 同 
构 ; D" (L) 与 B*(L) 中 一 个 漏斗 同 构 . 

证 明 . 由 于 0… =01+ =01… =1++=1y (CIL) 
与 *(L) 都 是 {0,1} 映射 。 对 任意 x,y e 工 , 有 

AY xy， 

(VY = Vy = Vy 
故 y'(L) 是 0,1} 格 同 态 . 同样 , 光 !(L) 也 是 (0,1} 格 同 
态 . 于 是 (i) 成 立 . : 

对 于 (ii), 已 知 y" (L): F+ 一 B'(L) 是 一 个 格 同 态 . 
设 有 xy eF? 使 VW' (LXx)=yw'(L)(y), 则 x" =y". 由 


el 


于 xyeFz 又 有 x+=y+*. 故 由 上 的 正则 性 ,知道 x 
=y. 即 峭 "(L) 是 一 个 格 同 构 . 同 理 ,y*(L) 
是 F: (aseB'(L) 到 B*(L) 的 格 同 构 . 
现在 我 们 证 明 y “(LY(F.)(as B*(L) 是 B"(CL) 的 一 个 
凸 子 格 ， 为 此 , 任 取 元 ce B'(L) 满足 条 件 网"(L)(o) < ec 
<y"{(L)(y)，xyseFz，x<y， 令 z=yAc. 由 于 e 
> 岁 "(L)(o =x… ,我 们 有 cr >>x"*++ >x** =a, 从 而 a 
=yt+ZpyrrActr=aAc+r+ 一 a， 即 有 y++ 入 c++ 
~ a。 于 是 得 到 z++ =(yAote (yteActer ++ 
=a. 这 说 明 ze FP: 计算 峭 "(L)(z)， 我 们 有 由"(L)(z) 
=z"" =y”…Ac… =y (L(Y)Ac=c yw"(L)(F+#) 的 凸 性 
得 到 证 明 .对 偶 地 峭 +(L)(F: )(as B"(L)) 是 B+(L) 的 三 
子 格 。 (ii) 成 立 , S 
对 于 (iii), 由 于 F7 = D7(L)F! =D*(L)iii) 是 (ii 的 
直接 推论 .3 ” : , 
”定理 5。 设 双 p 代数 工 满 足 条 件 
入 x =xX"" A(KVx' =xX**V (xAx"), ‘ 
则 以 下 条 件 等 价 : ' We 
“Gi) 工 是 正则 双 p 代 数 ， 
(ii) D "(DD) 相 对 有 补 ， 
(ii D+(L) 相 对 有 补 ， 
， (iv) 对 一 切 x,ye L 有 (xVx") 人 (yAy')=yAy*. 
证明: (i) = “(ii),Giii) 是 定理 4 的 直接 推论 ,. 


(iiiiii) = (iv). 我 们 只 证 (ii) => (iv),(iii). = (iv) 可 
类 似 的 证 明 . 令 d=xVvx ,t=y 人 y*. 如 有 d 茶 1: 


i 


则 dvt>d. 我 们 断言 这 时 必 有 dvt < 1, 因为 否则 dvy 
=Ld>y”>t 从 而 有 dvt=d. 这 不 可 能 , 故 有 d<dvt 
<1. 但 由 于 ds D“(L), 有 dvtie DD'(L).、， 由 (ii) 将 
有 d eD*(L) 使 dv(dvt)=1,d' 人 (dvt)=d， 从 而 
dvt=dvdvt=ld >1* =1,( 央 为 1s D+:(L)), 得 
到 dvt=d 入 (dvt)=d. 这 是 一 个 矛盾 . 故 只 能 有 1d 
之 t, 而 (iv) 成 立 . 


(iv) = (i).。 现在 设 x'" =y*'',x++ =y++. 我 们 
来 证 x =y. 先 设 x <y. 按 定理 的 条 件 ,我 们 有 x 
=X" "人 (XVx'), y=y++V(y 人 y+*). 由 于 (iv) 有 
yAy*+* 和 &xXVX"， 又 YAyY+ 和 ys<y" =x*', 
yt+axt++t CXCXVKI ,y+ 一 X++ 扫 X 反 X 9 小 
是 y <x, 从 而 得 到 x=y. 对 于 一 般 的 x,y e 工 , 代替 x,y 可 
以 考虑 xAy 和 xVy. 

因为 x~y 是 同 余 关系 , 我 们 得 到 x Ay =x Vy, 当然 也 
有 x=y. 】 

由 于 dseD'(L) 的 充 要 条 件 是 有 xseL 使 4 
=xVXx',t 8D+(L) 的 充 要 条 件 是 有 ys 工 使 1:=y 人 y+， 
我 人 有 .， 
推论 6 在 定理 5 的 条 件 下 ,L 是 正则 双 p 代数 的 充 要 
条 件 是 工 的 每 个 多元 都 是 对 侦 砚 子 格 的 上 界 , 同时 每 个 对 偶 
稠 元 都 是 称 子 格 的 下 界 。 特别 这 时 如 有 D " (L)AD *(L) 
坏 中, 则 它 是 一 个 单元 集 ，】 

当 工 是 一 个 模 双 P 代数 时 , 条件 

xX=x*"A(xXVx')=x++ V(xAx t+), (xeL) 


“i 


成 立 , 故 定理 5 及 其 推论 对 模 双 p 代数 总 是 成 立 的 . 

作为 本 节 的 结束 , 我们 讨论 分 配 的 双 p 代数 的 某 些 性 
质 . 具体 说 ,我 们 证 明 下 述 定理 . 

定理 7. 对 于 分 配 的 双 p 代数 工 ,下 列 条 件 等 价 : 

(i) 工 是 正则 的 . 

(at++ 和 <b<xa< 和 xb 一 a=b. 

(iin 工 的 索 理 想 作成 的 链 最 多 只 方 两 个 元 . 

(iv) 工 的 索 漏 斗 作成 的 链 最 多 只 训 两 个 元 . 

证 明 .， (iD = GD)， 设 abeL 满足 条 件 ax+ <b<a 
< 和 <b* ,我 们 来 证 有 a =b. 事实 上 Ha++ gbga 名 
道 a+=a+++yzb+za+, 即 a+=b+. 闻 理 有 a" 
=b' 按 (i) 有 x=y. 

(iD = (iii)， 我 们 先 注意 到 有 以 下 事实 : 对 任意 伪 补 
格 工 , 如 果 ' 下 是 工 的 一 个 素 漏斗 ,又 下 三 D(L), 则 下 是 极 大 
湄 斗 . 事实 上 ,对 任意 x seL 一 下 , 我 们 证 明 必 有 ye 下 ， 
使 x 人 y= 0. 其 实 只 要 取 y=x" 就 行 了 . xAx "=0 不 
成 问题 。 由 于 xVx sD(L)S FF, 义 已 知 xEF, 只 能 
有 x sF. 故 F 是 极 大 漏斗 . 
”现在 我 们 假定 (iii) 不 成 立 . 于 是 有 L 的 三 个 互 不 相 
同 的 家 理想 P ,P :,P， 作 成 一 个 链 . 比如 说 ,有 Pic<P: 
cP,， 显 热 我 们 不 妨 设 P, 是 极 小 未 理想 ,P， 是 极 大 过 理 
想 .” 根据 上 面 所 说 的 事实 ,由 于 P : 不 是 极 大 素 理想 ,L 
一 P : 不 是 极 大 素 漏 斗 , 有 beP:--P+ 使 b" 一 0， 
又 ceP; 一 P; 使 c++ =0. 令 a=bvec, 我 们 有 

b<agb’’=1,a++=(bVc)+*=b*+ &b. 

综合 起 来 得 到 a++ <b<a<b”…, 即 (ii) 不 成 立 ， 故 (ii) 
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成 立时 必 有 (iii). 

fiii) 人 台 (iy) 显 然 . 

(iii) = (i). 假定 已 有 (iii) 但 (i) 不 成 立 .于 是 有 a,b e 工 
使 8" =b",a+=b+ 但 ax#b. 不 妨 设 a 证 b，L 是 分 配 
格 ， 根 据 Stone 引 理 ,有 素 理想 P 包含 a 但 不 包含 b. 由 
于 b++ =at++& 和 ab<xb”'=a'…,P 包 含 b++ 但 不 包 
食 a"". 


现在 我 们 证 明 P 不 可 能 是 极 小 紊 理想 . 否则 由 
于 aEL 一 P 又 L 一 P 是 极 大 素 漏斗 ,有 cseEL-P 使 AAc 
一 0, 从 而 as"' 人 c"* =0'* = 0, 而 这 不 可 能 , 因 
为 a…,c" es 工 一 P. 

同 理 ,P 不 可 能 是 极 大 索 理 想 .于 是 工 至 少 有 一 个 由 
三 个 索 理 想 作成 的 链 , 这 是 一 个 矛盾 .了 


§ 8， 双 Stone 代数 与 Lukasiewicz 三 值 代数 


设 工 是 一 个 双 p 代数. 如 果 对 任意 x e L 都 有 等 式 
xX" Vx =1,x+Ax+*+=0 

成 立 , 则 是 一 个 S 代数 同时 又 是 一 个 对 偶 S 代数 ,我 们 说 工 
是 一 个 双 S 代数 . 分 配 的 双 S 代数 称 为 双 Stone 代数 . 根 
据 定理 7.3, 正 则 的 双 S 代数 是 双 Stone 代数 . 正则 的 双 
Stone 代数 又 称 为 Lukasiewicz 三 值 代数 . 

为 了 研究 双 Stone 代数 ,我 们 这 里 再 给 出 有 界 分 配 格 成 
为 Stone 代数 的 一 个 特征 条 件 . 

定理 {。 有 界 分 配 格 L 是 Stonc 代数 的 充 要 条 件 是 在 L 
上 可 以 定义 一 个 一 元 运算 “一 "使 得 对 任意 xy s L 有 以 下 条 
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件 成 立 : . 


(i) xx 和 
(ii) x 和 y = xXgy, 
(ii) (Ay) =xAY, 

(iv) 6= 0, 

并 且 对 一 切 x e L, x 是 有 补 元 . 

证 明 . 设 L 是 Stone 代数 , 则 只 要 对 一 切 x es 工 邻 X 
王 XxX"",(i) 一 (iv) 显然 成 立 . 又 x" 是 x'* 的 补 元 , 故 x 
是 有 补 元 . 条 件 的 必要 性 成 立 . 

对 于 充分 性 , 设 满足 定理 中 条 件 的 一 元 运算 “一 ”已 
经 有 了 .用 符号 “'” 记 补 运算 .我们 证 明定 义 x" = 双 
使 得 工 成 为 一 个 Stonc 代数 . 先 证 “* ”是 伪 补 运算 ,就 
”是 要 证 明 有 
xAy=08y<x"=X 


由 于 x <z( 根 据 (i)) 又 XX =0, 当 yx 时 ,x 人 yxX 人 XX 
=0， 反 过 来 , 当 x 人 y=0 时 ,由 (iii),(iv) 有 XA =0, 即 有 
xX。 当然 更 有 yx 故 x" 确 为 x 的 伪 补 . 此 外 ， 
由 于 es . 

Xx" Vx =XVi- =(XAX -Y=(xA7)- =0=0/ 

, -1 

故 L 是 Stone 代 数 . . . 

定理 2， 有 界 分 配 格 L 是 双 Stone 代数 的 充 要 条 件 是 


在 工 上 可 以 定义 两 个 逆 自 同 态 “* ”和 “ * ”使 得 以 下 条 
件 成 立 : 
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(TH x++ <x 和 x 

(T2) x+ =x"° 

(T3) x+°* =x++ 

(T4) x++V(x+tAx)Vx' =!1 

证 明 . 必要 性 贸 作 习题 请 读者 证 明 . 

关于 充分 性 , 我们 先 证 和 = x "满足 定理 1 的 全 部 条 
件 . 

由 (TIl) 有 x<<x, 即 (i) 成 立 . 两 次 取 * ,由 于 * 运 
算是 逆 同 态 ,我 们 得 到 (xAy)" =x** Ay**, 即 x 人 Ay) 
= 文人 郊 故 (iii) 成 立 . 由 (iii) 立 即 有 (ii). 由 (T1) 我 们 
有 I=1'* =1, 于 是 有 0'=(0 和 x)” =0"Vx", 即 对 任 


. 意 x 有 0 >x*. 特别 当 x =1° 时 ,有 0'>1'*=1, 


故 0" =1. 类 似 地 可 以 证 明 有 1+ =0. 根据 (T2)， 


1 =0… =0"+ =1+=0, 即 ID=0"'=0. 这 就 证 明 


了 (iv 现在 我 们 证 明 x =x** 有 补 .。 由 (T4), 有 
1=x++V(x+Ax’)Vx" 
=(x++ Vxt+ Vx )A+ + Vx Vx 
从 而 1=x++Vx*Vx* =x"" Vx'( 用 了 (TD)). 我 们 
还 不 难 证 明 x*** =x", 故 又 有 x*" NE =x"" A 
=(x* Vx"*) ”=1*=0, 这 证 明了 x" 是 X=x'” 的 补 
元 . a 
定理 1 的 全 部 条 件 成 立 , 放 世 是 Stone 代数 . 
类 似 地 ,可 以 证 明 工 也 是 对 偶 Stone 代数 ,从 而 工 是 
双 Stone 代数 . 】 
由 定理 2 立刻 得 到 G.M oisil 关于 Lukasiewicz 三 值 代 
数 的 刻 划 : 


“ei 


定理 3. 有 界 分 配 格 工 是 一 个 Lukasicwicz 三 值 代数 
的 充 要 条 件 是 在 L 上 有 两 个 遂 自 同 态 “*” 和 “+” 征 得 
定理 2 中 的 条 件 (TH 一 (T4) 和 下 列 正则 性 条 件 

(T5) x ”=y "x+ =y+ > x=y 
成 立 . 】 

利用 定理 7.7, 我 们 还 有 下列 分 配 双 p 代数 成 
为 Lukasiewicz 三 值 代数 的 条 件 . 

定理 4. 分 配 的 双 p 代数 世 是 一 个 Lukasiewicz 三 值 
代数 的 充 要 条 件 是 它 的 索 理 想 集 只 (L) 作为 一 个 偏 序 集 ( 以 
集 包 含 关系 为 序 ) 由 一 些 互 不 相交 的 最 多 含有 两 个 元 的 链 组 
成 . 
“证明. 事实 上 ,由 定理 7.7, 定理 中 所 说 的 条 件 是 工 
正则 的 条 件 . 根据 定理 2.3 和 2.4, 它 也 是 工 是 双 Stone 格 
的 条 件 . 】 

到 此 为 止 ,我 们 可 以 利用 偏 序 集 P(L) 的 不 同型 式 来 帮助 
我 们 对 迄今 已 知 的 一 些 重要 p 代数 类 有 一 个 直观 的 印象 . 
在 下 列 图 示 中 ,M 表示 极 大 素 理 想 ,m 表示 极 小 素 理 想 . 


Stone 代数 
， 二 TS 人 攻 MC- .vv 
aM, ,MI oMi-*y aM, oM, oMy 0 
/ 、 7 
Ne / 、 / 
、 4 下 
、 / S 
、 / ey ‘ 
\ 7 NL 
em vm, 
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对 偶 Stone 代数 
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作为 本 节 的 结束 ,介绍 两 类 特殊 的 Lukasiewicz 三 值 代 


3 


数 . 


定义 5， Lukasiewicz 三 值 代数 L 称 为 是 有 轴 的 , 如果 
有 元 a e D+ (L) 对 一 切 x ce 工 都 有 a"*Vx++>x"". 
元 a 称 为 工 的 轴 . 

定理 6. Lukasicwicz 三 值 代数 L 有 轴 并 且 以 元 a 为 
轴 的 充 要 条 件 是 D+(L) = (al 

证 了 明 . 先 设 工 在 轴 a, 我 们 只 寡 证 明 对 一 切 y,y+ 
=1, 都 有 y<a. 事实 上 , 按 轴 a 的 定义 有 a >y”… ,从 
而 (a 入 y)"* =y .由 于 y++ =0, 义 有 (a 入 y)++ 
=a++ 人 y++=y++ 由 工 的 正则 性 知道 a 和 Ay=y, 凤 y- 
< a. 故 条 件 是 必要 的 . 

反 过 来 , 设 已 知 D +(L) = (a], 当然 有 a+ =1. 对 一 
切 xselL, 由 于 x++eB+(L)=B'(L),a’ Vxtt+ 
=a' "Vx+tt+**" 二 (aVx++)**. 我 们 来 证 aVx++ 
>x. 由 于 xz>xt++ 又 它们 有 相同 的 对 偶 伪 补 ， 
有 esD+(L)( 从 而 c<a) 使 得 x =x ++ Ve( 参看 习题 ). 
由 此 得 到 aVx++ >x, 从 而 有 a''*Vx!++>x''. 】 

定义 7 Lukasiewicz 三 值 代数 称 为 是 有 心 的 , 如果 
有 元 ceL 满足 条 样 (c+ Ac)vc' =c， 元 c 称 为 工 的 心 . 

定理 8. 双 Stonc 代数 车 是 一 个 有 心 的 Lukasicwicz 
三 值 代数 并 以 元 c 为 心 的 充 要 条 件 是 D' (L)mD+(L) = fc}. 

证 明 . 设 工 是 有 心 c 的 Lukasiewicz 三 值 代数 . 
由 于 c=(c+Ac)Vc" ,有 c" =(c+"Vc")Ac' =ci 
=c" Ac+" = 人 (cvc+) "=1" =0 c=c+Acc+=1. 


就 是 说 ,， 有 cisD (L)nD:!(L). 于 是 按 推 
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论 7.6D (L)nD+(L) = {ce}. 

反 过 来 , 如 果 已 知 D'(L)nD+(L)=fc}, 则 按 定 
理 7.5, 双 Stone 代数 工 是 正则 的 ,从 而 它 是 一 
”个 Lukasiewicz 三 值 代数 . 由 于 c" =0,c+ =1, 我 们 有 c 
=(c+Ac)Vvc", 即 c 是 工 的 心 . 】 


第 四 享 习 是 


1， 证明 任 意 有 界 链 都 足 分 配 的 伪 补 格 . 
2. 证明 如 果 格 工 的 任何 区 间 [a,b] 都 是 伪 补 格 , 则 工 
是 分 配 格 . 
3， 设 LL 是 有 界 分 配 格 ”对 Ts T(L) 令 
I* =fx elL | 对 一 切 i z I 有 x 人 i =0}. 
证 明 I" 是 伪 补 格 I(L) 中 元 I 的 伪 补 . Me PL) 是 极 小 
索 理 想 的 充 要 条 件 是 x e M = (x1' 气 M. 
4.， 证 明 对 伪 补 格 的 任意 元 a,b, 总 有 a”""Vb… 
=(aVb)，. 
5. 证明 对 任意 伪 补 交 半 格 L,ayb s L, 有 
(aAb)" =(a"… Ab)’ =(a'* Ab) ". 
6. 证 明 (2,1,0) 型 代数 =(L; 和信,*,0) 是 伪 补 交 半 格 
的 充 要 条 入 是 : .对 任意 a,b,c s L 有 以 下 等 式 成 立 : 
(i) aAa=a， 
人 ii) aAb =bAa, 
(iii) aA(b 人 e)=(aAb)Ac， 
(iv) 0Aa =0, 


—15— . 


(v) aA(aAb)" =aAb"， 

(vi) a 和 0" =a， 

(vii) 0** =0. 

7. 证 明 存 在 任意 大 的 伪 补 格 工 使 B(L) = {0,1}. 

8. 设 L,L， 是 分 配 的 p 代数 ,9: 工 :一 工 : 是 {0,1} 
同 态 . 证 明 9 是 代数 同 态 的 充 要 条 件 是 

» p(B(L)) SB(L;), 9(D(L 1)) sD(L,). 

9.。 证 明 第 二 同 构 定理 (定理 1.4.12) 对 p 代数 也 成 立 . 

10. 证 明 (2,2,1,0,0) 型 代数 工 = (L; V,A,* ,0,1) 是 
分 配 的 p 代数 的 充 要 条 件 是 工 为 一 有 界 分 配 格 ( 最 小 元 0 
最 大 元 1), 并 对 任意 元 a,b e L 有 以 下 等 式 成 立 : 

(i aAa" =0, 

(i )aVa’ =a"*, 

(iii) (a Vb)' =a" 和 Ab', 

(iv) (a 人 Ab)"" =a* A 人 b"', 

(v) 0° =1. 

11.， 设 工 是 有 界 分 配 格 . 证 明 L 是 Stone 代数 的 充 
要 条 件 是 可 以 在 L 上 定义 一 个 一 元 运算 * 使 得 对 一 
切 a,b,c se L 有 以 下 关系 成 立 : 

Ab 和 <c 和 avb 一 c 人 b" 和 as 和 vc” 人 b” 

12. 证 明 伪 补 分 配 格 工 是 Stonc 代数 的 充 要 条 件 是 对 
任意 abeEL 有 (avb)"" =a** Vb"*. 

13. 验证 定理 3.6 的 证 明 中 , 映射 p 满足 条 件 : 

9(xXAy)= p(x)A p(y), x,y 2 工 . 
14. 验证 定理 4.1 证 明 中 的 同 构 式 
工 / ~ 人 B(L). 
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15. 设 工 是 Stone 代数 . 证 明 当 a,be B(L) 又 a 
<b 时 ,映射 x 一 (xVa")Ab 是 从 F。 到 Fo 的 一 个 媒人 . 
16. 用 $4 中 的 记号 ,并 简 记 B(L),D(L),p(L) 
为 B,D,p. 证 明 : 
(i) a se Bd se D = p,(d) =d 的 充 要 条 件 是 d se 9p(a). 
(iD asBdeD = p.(d)>zd, 
(ii ae BdeD = p,(d)Ap,: (d)=d， 
(iv) abeBxeL = po(pa(x)) = psnb(x), 
(v) abeB,deD = ps(djAps(d)=pevs(d)， 
又 ps(d)Vps(d)=pexs(d). 
17. 设 工 是 Stone 代数 . 证 明 对 (a,x),(b,y)e 工 ,这 
里 x=xiVa",y=yiVb" ,abeB(L)xisFuyte Fy, 有 
(a,x) 人 \ (by) = (a 人 \b,po (x)A p(y)). 
18. 证 明 对 Stone- 代 数 LL, 当 a e B(L),y z D(L) 时 ， 
有 
[p(y)) = 9(L)(a) 人 [y) . 
19， 证 明 对 模 p 代数 L,a,b se L 有 : a-#b 的 充 要 条 件 
是 存在 de D "(L) 使 得 aAd=bAd. 对 偶 地 对 模 对 偶 p 代 
数 L,a,bsL, 有 : ab 的 充 要 条 件 是 有 eseD+(L) 使 
得 avc=bvVvec. 
20. 证 明 ~ = 上 nm 是 双 p 代数 的 同 余 关 系 . 
21. 证 明定 理 7.5 中 的 (ii) => (iv). 
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